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章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第一章 随机事件与概率
教学

时数
2

单元内容 1.1 随机事件及其运算（1） 时间 2021 年 8 月 31 日 7、8 节

教学目标

了解概率论的简史；了解随机现象、确定性现象、随机试验的

随机事件等概念；会求随机现象的样本点、样本空间；掌握随机事

件间的关系。

思政目标
由概率论简史的介绍，培养学生抗挫折的能力，并且对学生进

行爱国主义教育，增强学生的历史使命感。

重点难点

教学重点：写随机试验的样本点、样本空间，理解随机事件的

概念及随机事件间的关系。

教学难点：写随机试验的样本空间。

教学要求

1.了解概率论的简史；

2.会写随机试验的样本点、样本空间；

3.会判断随机事件间的关系。

4.对学生进行爱国主义教育，增强学生的历史使命感。

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习等

授课方式 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习，启发式与提问式相结合等.

练 习

作 业
习题 1-1 第 1、2 题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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-、导入

概率论被称为“赌博起家”的理论。

概率论产生于十七世纪中叶，是一门比较古老的数学学科，有

趣的是：尽管任何一门的数学分支的产生与发展都不外乎是生产、

科学或数学自身发展的推动，然而概率论的产生，却起始于对赌博

的研究，当时两个赌徒约定赌若干局，并且谁先赢 c局便是赢家，

若一个赌徒赢 a 局(a<c)，另一赌徒赢 b 局(b<c)时终止赌博，问应

当如何分赌本？最初正是一个赌徒将问题求教于巴斯葛，促使巴斯

葛同费尔玛讨论这个问题，从而他们共同建立了概率论的第一基本

概念——数学期望。

1657 年惠更斯也给出了一个与他们类似的解法。

在他们之后，对于研究这种随机（或称偶然）现象规律的概率

论做出了贡献的是伯努利家族的几位成员，雅科布给出了赌徒输光

问题的详尽解法，并证明了被称为“大数定律”的一个定理（伯努

利定理）这是研究偶然事件的古典概率论中极其重要的结果，它表

明在大量观察中，事件的频率与概率是极其接近的，历史上第一个

发表有关概率论论文的人是伯努利，他于 1713 年发表了一篇关于极

限定理的论文，概率论产生后的很长一段时间内都是将古典概型作

为概率来研究的，直到 1812 年拉普拉斯在他的著作《分析概率论》

中给出概率明确的定义，并且还建立了观察误差理论和最小二乘法

估计法，从这时开始对概率的研究，实现了从古典概率论向近代概

率论的转变。

概率论在二十世纪再度迅速发展起来，则是由于科学技术发展

迫切地需要研究有关一个或多个连续变化着的参变量的随机变数理

论即随机过程论，1906 年俄国数学家马尔可夫（1856-1922）提出

了所谓“马尔可夫链”的数学模型对发展这一理论做出贡献的还有

柯尔莫哥洛夫（俄国）、费勒（美国）；1934 年俄国数学家辛钦又

提出了一种在时间中均匀进行着的平稳过程的理论。随机过程理论
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在科学技术有着重要的应用，开始建立了马尔可夫过程与随机微分

方程之间的联系。

1960 年，卡尔门（1930—英国）建立了数字滤波论，进一步发

展了随机过程在制导系统中的应用。概率论的公理化体系是柯尔莫

哥洛夫 1933 年在集合论与测度论的基础上建立起来的，从而使概率

论有了严格的理论基础。

我国的概率论研究起步较晚，从 1957 年开始，先驱者是许宝马

录先生。1957 年暑期许老师在北大举办了一个概率统计的讲习班，

从此，我国对概率统计的研究有了较大的发展，现在概率与数理统

计是数学系各专业的必修课之一，也是工科，经济类学科学生的公

共课，许多高校都成立了统计学（特别是财经类高校）。今年来，

我国科学家对概率统计也取得了较大的成果。

（通过对概率论历史的介绍，让学生了解事物发展的曲折性，培养

学生戒骄戒躁的性格，并且对学生进行进行爱国主义教育，增强学

生的历史使命感。）

二、讲解

§1.1 随机事件（1）

一、随机试验

1.确定性现象:必然发生或必然不发生的现象。

在正常的大气压下，将纯净水加热到 100℃时必然沸腾,向上抛一

石子必然下落，异性电荷相互吸引，同性电荷相互排斥等

2.随机现象:在一定条件下我们事先无法准确预知其结果的现象，称

为随机现象.

掷一颗骰子，可能出现 1，2，3，4，5，6点,

抛掷一枚均匀的硬币，会出现正面向上、反面向上两种不同的

结果.

3.随机现象的特点：人们通过长期实践并深入研究之后，发现这类
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现象在大量重复试验或观察下，它的结果却呈现出某种统计规律性.

概率论与数理统计是研究随机现象统计规律性的一门学科.

4.随机试验 为了对随机现象的统计规律性进行研究,就需要对随

机现象进行重复观察, 我们把对随机现象的观察称为随机试验, 并

简称为试验，记为 E .

5.随机试验具有下列特点:

1. 可重复性: 试验可以在相同的条件下重复进行;

2. 可观察性: 试验结果可观察,所有可能的结果是明确的;

3. 随机性(不确定性): 每次试验出现的结果事先不能准确预

知. 但可以肯定会出现所有可能结果中的一个.

二、随机事件

1.样本点：随机试验中的每一个可能出现的试验结果称为这个

试验的一个 样本点,记作 .

2 样本空间：全体样本点组成的集合称为这个随机试验的样本

空间，记为 .(或 S )．即  1 2, , , ,n     

例1: 1E ：投掷一枚硬币，观察正面H，反面T出现的情况，

则样本空间为  1 ,H T  ．

2E ：将一枚硬币连抛两次，观察正面H，反面T出现的情况，

则样本空间为  2 , , ,HH HT TH TT  ．

3E ：将一枚硬币连抛两次，观察正面Ｈ出现的次数，

则样本空间为  3 0,1,2  ．

4E ：记录某电话台在一分钟内接到的呼叫次数，

则样本空间为  4 0,1,2,   ．

5E ：已知某物体长度在10与20之间，测量其长度，

则样本空间为  5 10 20l l    ．
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6E ：在一大批灯泡中任取一只，测试其使用寿命，

则样本空间为  6 0t t   ．

注：：1)在 4E 中，虽然一分钟内接到电话的呼叫次数是有限的，不

会非常大，但一般说来，人们从理论上很难定出一个次数的上限，

为了方便，视上限为∞，这种处理方法在理论研究中经常被采用．

2)样本空间的元素是由试验的目的所确定的，如 2E 和 3E 中同是将一

枚硬币连抛两次，由于试验的目的不一样，其样本空间也不一样．

3.随机事件：我们称试验 E的样本空间的子集为 E的随机事件，

简称事件，在随机试验中，可能出现也可能不出现，而在大量重复

试验中具有某种规律性.一般用 , , ,A B C ，…等大写字母表示事件．设

A为一个事件，当且仅当试验中出现的样本点 A 时，称事件 A在

该次试验中发生．

如：在抛掷一枚均匀硬币的试验中，“正面向上”是一 个随机事件，

可用 A ｛正面向上｝表示．掷骰子，“出现偶数点”是一个随机

事件，试验结果为 2，4或 6点， 可用 B＝｛2，4，6｝表示．

注: 要判断一个事件是否在一次试验中发生，只有当该次试验有了

结果以后才能知道．

1)基本事件 ：仅含一个样本点的随机事件称为基本事件.

如:抛掷一颗骰子，观察出现的点数，那么“出现 1点”、“出

现 2点”,...,“出现 6 点”为该试验的基本事件．

2)必然事件：样本空间本身也是的子集，它包含的所有

样本点，在每次试验中必然发生，称为必然事件．即必然发生的

事件.

如：“抛掷一颗骰子，出现的点数不超过 6”为必然事件.

3)不可能事件：空集也是的子集，它不包含任何样本点，在

每次试验中都不可能发生，称为不可能事件．不可能发生的事件是

不包含任何样本点的.

如：“掷一颗骰子，出现的点数大于 6”是不可能事件.
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三、事件间的关系

研究原因：希望通过对简单事件的了解掌握较复杂的事件

研究规则：事件间的关系和运算应该按照集合之间的关系和

运算来规定

事件间的关系及运算与集合的关系及运算是一致的.

1、子事件、包含关系 A B

A B事件 是事件 的子事件

A B含义：事件 发生必然导致事件 发生 ,

2、相等事件 A B :若事件Ａ发生必然导致事件 B发生，且若事件B

发生必然导致事件 A发生， 即 B A A B 且  A=B

注：事件 A与事件 B含有相同的样本点.

例如：在投掷一颗骰子的试验中，事件“出现偶数点”与事件

“出现 2，4或 6点”是相等事件。

教 学

后 记

学生听课比较认真，讲课比较顺当，按照计划顺利地完成了本

次课程。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第一章 随机事件与概率
教学

时数
2

单元内容 1.1 随机事件及其运算（2） 时间 2021 年 9 月 1 日 7、8 节

教学目标

掌握随件事件间的运算法则，会把一个随机现象表示成随机事

件或随机事件的运算。

理解事件域的概念，掌握常见的事件域。

思政目标

在讲完对立事件的定义后,对学生进行辩证主义教育,让学生明

白鱼与熊掌不可兼得,有所得必有所舍.必须树立一个远大的目标,

向着目标前进.不能图一时之快,而忘记自己的初心.

重点难点
教学重点：随机事件间的运算。

教学难点：事件域的概念。

教学要求
1.掌握随件事件间的运算法则；

2.会把一个随机现象表示成随机事件或随机事件的运算；

3.理解事件域的概念，掌握常见的事件域。

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习，启发式与提问式相结合等

授课方式 传统板书与多媒体课件辅助教学相结合.

练 习

作 业
习题 1-1 第 3、9、10 题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出

版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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-、导入

复习上一节课的内容

二、讲解

（一）、随机变量的运算

1、和事件或并事件

{ }A B x x A B   或x ， A B A B事件 是事件 和事件 的和事件

2、积事件或交事件

{ }A B x x A B   且x ， A B A B事件 是事件 与事件 的积事件

1 2
1

n

k n
k

A n A A A


称 为 个事件 ， ， ， 的积事件；

1 2
1

, , , ,k n
k

A A A A




 称 为可列个事件 的积事件 .

3、事件的差

{ }A B x x A B   且x

A B A B事件 称为事件 与事件 的差事件

A B A B 事件 发生 事件 发生而事件 不发生.

注： A B A AB  

例如，在例1的 2E 中，若记 { , }A HH TT ， { , }B HH HT ，则

{ , , }A B HH HT TT ， { }A B HH ｝ { }A B TT 

4、互斥或互不相容

A B   A B则称事件 与事件 是互不相容的，或互斥的 .

A B    事件 A和随机 B不能同时发生.

注： E任一个随机试验 的基本事件都是两两互不相容的 .

推广：设事件 1 2 nA A A， ， ， 满足 i jA A   ( , 1, 2, , , )i j n i j  称事
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件 1 2 nA A A， ， ， 是两两互不相容的.

5、对立事件或互逆事件

若事件 A和事件 B中有且仅有一个发生，即 ,A B AB   

则事件 A和事件B为互逆事件或对立事件。记 A的对立事件为 A .

注:互逆事件必为互斥事件，反之，互斥事件未必为互逆事件.

(对学生进行辩证主义教育,鱼与熊掌不可兼得,有所得必有所

舍.必须树立一个远大的目标,向着目标前进.不能图一时之快,而忘

记自己的初心.让学生能在逆境时斗志昂扬,在顺境时保持清醒,不

至于迷失自己.)

事件的关系与运算可用图来直观的表示．

注: 事件的运算满足如下基本关系．

① A A   A A   ， A A  

② 若ＡＢ，则Ａ∪Ｂ＝Ｂ，Ａ∩Ｂ＝Ａ．

③ Ａ－Ｂ＝Ａ∩ B＝Ａ－Ａ∩Ｂ，Ａ∪Ｂ＝Ａ∪（Ｂ－Ａ）．

6、完备事件组:设 1 2, , , nA A A 是有限或可列个事件,若其满足

① , , , 1, 2, ;i jA A i j i j    

② 1 2 nA A A      ，

则称  ,,,, 21 nAAA 是样本空间的一个完备事件组或一个划分.

注: A与 A构成一个完备事件组.

（二）、随机事件的运算规律

幂等律: ,A A A A A A  

交换律: ,A B B A A B B A    

结合律：
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   A B C A B C       A B C A B C   

分配律:

     A B C A B A C    

     A B C A B A C    

德摩根 De Morgan 定律: ,A B AB AB A B  

例1 一名射手连续向某个目标射击三次，事件 iA表示该射手第 i次

射击时击中目标（ 1,2,3i  ），试用 1 2 3, ,A A A 表示下列各事件．

（1）前两次射击中至少有一次击中目标；

（2）第一次击中目标而第二次未击中目标；

（3）三次射击中，只有第三次未击中目标；

（4）三次射击中，恰好有一次击中目标；

（5）三次射击中，至少有一次未击中目标；

（6）三次射击都未击中目标；

（7）三次射击中，至少两次击中目标；

（8）三次射击中，至多一次击中目标.

解: 分别用 , ( 1, 2, ,8)iD i   表示（1），（2），…，（8）中所给出

的事件．

（1） 1 1 2D A A  ．

（2） 2 1 2D A A 或 2 1 2D A A 

（3） 3 1 2 3D A A A

（4） 4 1 2 3 1 2 3 1 2 3D A A A A A A A A A  

（4） 5 1 2 3D A A A   或 1 2 3A A A

（6） 6 1 2 3D A A A

（7） 7 1 2 2 3 1 3D A A A A A A  
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(8) 8 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3D A A A A A A A A A A A A   

例 2 甲，乙，丙三人各射一次靶，记 A “甲中靶” B “乙中

靶” C “丙中靶” 则可用上述三个事件的运算来分别表示下列

各事件：

(1) “甲未中靶”： ;A

(2) “甲中靶而乙未中靶”： ;BA

(3) “三人中只有丙未中靶”： ;CAB

(4) “三人中恰好有一人中靶”： ;CBACBACBA 

(5)“ 三人中至少有一人中靶”： ;CBA 

(6)“三人中至少有一人未中靶”： ;CBA  或 ;ABC

(7)“三人中恰有两人中靶”： ;BCACBACAB 

(8)“三人中至少两人中靶”： ;BCACAB 

(9)“三人均未中靶”： ;CBA

(10)“三人中至多一人中靶”： ;CBACBACBACBA 

(11)“三人中至多两人中靶”： ;ABC 或 ;CBA 

注：用其他事件的运算来表示一个事件, 方法往往不惟一，如

上例中的(6)和(11)实际上是同一事件，读者应学会用不同方法表达

同一事件, 特别在解决具体问题时,往往要根据需要选择一种恰当

的表示方法.

例3 如图所示电路中，A＝“灯亮”， 1 2 3, ,B B B 分别表示“开关Ⅰ，

Ⅱ，Ⅲ闭合” 1 2B B A ， 1 3B B A ， 1 2 1 3B B B B A .

这是因为，如果 1 2B B 发生，即开关Ⅰ，Ⅱ同时闭合，则整个电

路接通，于是灯亮，即Ａ发生，所以 1 2B B A ,同理 1 3B B A .

如果 1 2 1 3B B B B 发生，即 1 2B B 或 1 3B B 中至少一个发生，则整
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个电路接通，于是灯亮，即Ａ发生，所以 1 2 1 3B B B B A 反之，如

果Ａ发生，即灯亮，则 1 2B B 或 1 3B B 中至少有一个发生，所以

1 2 1 3B B B B A 由事件相等的定义， 1 2 1 3B B B B A .

（三）、事件域

事件是的子集，如果事件的这些子集归在一起，则得到一个

类，称作事件域，记作 F。即  : ,F A A A   为事件 .

  ,为事件

∴ ,F F  .

因为我们讨论了事件间的运算 “”“”和 “-”,如果 , BA

都是事件，即 , B FA  ，自然要求 BA , BA , BA 也是事件，

因此，若 F, B FA  就要求 B FA  ， B FA  ， B FA  .

用集合论的语言来说，就是事件域 F关于运算“”,“”和

“-” 是封闭的.

事件域 应该满足如下要求：

1） F ；

2）若 A F ，则 A F ；

3）若 , 1, 2, ,A F i n   ，则
1

i
i

A F


 .

在集合论中，满足上述三条件的集合类称为布尔代数（ 代数）

所以事件域是一个布尔代数，对于样本空间 ，如果F 是的

一切子集的全体，那么显然 F是一个布尔代数。

三、课堂练习

1. 设当事件 A与 B同时发生时C也发生, 则 ( C )

(A) BA 是C的子事件; (B) ;ABC 或 ;CBA 

(C) AB是C的子事件; (D) C是 AB的子事件.

2. 设事件 A {甲种产品畅销, 乙种产品滞销}, 则 A的对立事

件为 (D).

(A) 甲种产品滞销,乙种产品畅销;
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(B) 甲种产品滞销;

(C) 甲、乙两种产品均畅销;

(D) 甲种产品滞销或者乙种产品畅销

教 学

后 记

本节课程和高中的内容比较接近，学生学习比较简单，课堂比

较活跃，教学效果比较好。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第一章 随机事件与概率
教学

时数

单元内容 §1.2 概率与频率（1） 时间 2021 年 9 月 7 日第 7、8 节

教学目标
了解概率论的频率定义、主观定义；掌握概率的古典定义；掌

握计算古典概率基础的排列组合等相关内容。

思政目标

由历史上的掷硬币试验对学生进行思政教育，让学生知道真理

往往不是轻而易举可以获得的,需要坚持不懈的努力。消除学生的急

功近利的、浮躁的风气，使学生能平心静气地学习。

重点难点
教学重点：概率的古典定义；排列组合等相关内容。

教学难点：排列组合等相关内容。

教学要求

1.了解概率论的频率定义、主观定义；

2.掌握概率的古典定义；

3.掌握计算古典概率基础的排列组合等相关内容；

4.对学生进行思政教育，消除学生的急功近利的、浮躁的风气.

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习等

授课方式 传统板书与多媒体课件辅助教学相结合.

练 习

作 业
习题 1-2 第 1、9 题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出

版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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一、概率与频率的概念

对于随机试验中的随机事件，在一次试验中是否发生，虽然不

能预先知道，但是它们在一次试验中发生的可能性是有大小之分的。

比如掷一枚均匀的硬币，那么随机事件 A（正面朝上）和随机事件 B

（正面朝下）发生的可能性是一样的（都为 1/2）。又如袋中有 8

个白球，2 个黑球，从中任取一球。当然取到白球的可能性要大于

取道黑球的可能性。一般地，对于任何一个随机事件都可以找到一

个数值与之对应，该数值作为发生的可能性大小的度量。

定义 1.1:随机事件 A发生的可能性大小的度量（数值），称为 A发

生的概率，记为 ( )P A 。

对于一个随机试验来说，它发生可能性大小的度量是自身决定

的，并且是客观存在的。概率是随机事件发生可能性大小的度量是

自身的属性。一个根本问题是，对于一个给定的随机事件发生可能

性大小的度量——概率，究竟有多大呢？

再来看，掷硬币的试验，做一次试验，事件 A（正面朝上）是

否发生是不确定的，然而这是问题的一个方面，当试验大量重复做

的时候，事件 A发生的次数，也称为频数，体现出一定的规律性，

约占总试验次数的一半，也可写成 ( )nf A A 发生的频率=频数/试验

总次数，接近于 1/2.

一般的，设随机事件 A 在 n 次试验中出现 An 次，比值

( )n Af A n n 称为事件 A在这 n次试验中出现的频率.

历史上有人做过掷硬币的试验

实验者 n An ( )nf A

蒲丰 4040 2048 0.5070

K．皮尔逊 12000 6019 0.5016

K．皮尔逊 24000 12012 0.5005
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(由历史上许多的比较著名的统计学家为了得到真理,不厌其烦

地对一个试验重复进行。对学生进行思政教育，让学生知道真理往

往不是轻而易举可以获得的,需要坚持不懈的努力,消除学生的急功

近利的、浮躁的风气，使学生能平心静气地学习。)

从上表可以看，不管什么人去抛，当试验次数逐渐增多时， ( )nf A

总是在 0.5 附近摆动而逐渐稳定与 0.5。从这个例子可以看出，一

个随机试验的随机事件 A，在 n次试验中出现的频率 ( )nf A ，当试验

的次数 n逐渐增多时，它在一个常数附近摆动，而逐渐稳定与这个

常数。这个常数是客观存在的，“频率稳定性”的性质，不断地为

人类的实践活动所证实，它揭示了隐藏在随机现象中的规律性。

试判断“频率的极限就是概率”这句话是否正确？即：

lim ( )A

x

n P A
n


吗？

不正确 由 N  定义，若 lim ( )A

x

n P A
n
 成立，

则 ,0,0  N Nn    )(AP
n
nA ．

而频率具有随机性， Nn  ，并不能保证  )(AP
n
nA 恒成立.

例如，当 nnA  时，取  AP1 ，上述不等式就不成立。

因此，在概率论与数理统计中不能沿用数学分析中的一般极限定

义了。

随机事件 A在一次随机试验中是否会发生，事先不能确定，但希

望知道它发生可能性的大小．这里先引入频率的概念，进而引出表

征事件在一次试验中发生的可能性大小的数字度量———概率．

一、频率及其性质

1、定义1 在相同条件下重复进行了 n次试验，如果事件 A在这 n次



教

学

流

程

试验中发生了 An 次，则称比值 An
n 为事件 A发生的频率，记作 ( )nf A

它具有下述性质: 1非负性 0 ( ) 1Af n  ；

2规范性 ( ) 1;n Sf 

3 有限可加性 21 , , ,, kA A A 是两两互不相容事件 则若 频率

( )nf A 的大小表示了在 n次试验中事件 A发生的频繁程度．频率大，

事件 A发生就频繁，在一次试验中 A发生的可能性就大，反之亦

然．因而直观的想法是用频率来描述 A在一次试验中发生的可能性

的大小．

2、频率的稳定性

随机事件 A在相同条件下重复多次时，事件 A发 A生的频率在

一个固定的数值 p附近摆动，随机试验次数的增加更加明显,事件的

频率稳定在数值 p，说明了数值 p可以用来刻划事件 A发生可能性

的大小，可以规定为事件 A的概率.

二、概率的统计定义

定义 2 对任意事件 A，在相同的条件下重复进行 n次试验，事

件 A发生 k次，从而事件 A发生的频率
k
n
，随着试验次数 n的增大

而稳定地在某个常数 p 附近摆动,那么称 p 为事件 A 的概率

( )P A p .

上述定义称为随机事件概率的统计定义．在实际应用时，往往

可用试验次数足够大时的频率来估计概率的大小，且随着试验次数

的增加，估计的精度会越来越高．在实际中，我们不可能对每一个

事件都做大量的试验，然后求得事件发生的频率，用以表征事件发

生的概率．为此给出概率的严格的公理化定义．

三、概率的公理化定义

定义3 设E是随机试验，是它的样本空间，对 E的每一个事件 A赋
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予一个实数，记为 ( )P A ，若 ( )P A 满足下列三个条件：

（1）非负性 对每一个事件 A，有 ( ) 0P A  ；

（2）规范性 对于必然事件，有 ( ) 1P   ；

（3）可列可加性 设 1 2,,A A 是两两互不相容的事件，有

1 2 1 2( ) ( ) ( )f f fA A A A    

则称 ( )P A 为事件 A发生的概率．

一、古典概型

我们称具有下列两个特征的随机试验模型为古典概型．

（1）随机试验只有有限个可能的结果；

（2）每一个结果发生的可能性大小相同．古典概型又称为等可

能概型．

设试验E是古典概型，样本空间为 1 2{ , , , }n     ，则基本

事件 1{ } ， 2{ } ，…，{ }n 两两互不相容， 1 2{ } { } { }n     

由于 ( ) 1P   及 1 2( ) ( ) ( )nP P P     ，因此

1 2
1( ) ( ) ( )nP P P
n

     

若事件 A包含 k个基本事件，即 1 2{ } { } { }i i ikA     

其中 1 2, , ki i i 是1,2, , n 中某 k个不同的数，则有

1 2( ) ( ) ( ) ( )i i ik
kP A P P P
n

     

即 ( ) A kP A
n

 
中包含基本事件数

S中基本事件总数

二、古典概率的基础

1 基本计数原理：

(1)加法原理 设完成一件事有m种方式,其中第一种方式有 1n

种方法，第二种方式有 2n 种方法，……,第m种方式有 mn 种方法，
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无论通过哪种方法都可以完成这件事,则完成这件事的方法总数为

mnnn  21 .

(2)乘法原理 设完成一件事有m个步骤,其中第一个步骤有 1n

种方法，第二个步骤有 2n 种方法，……，第m个步骤有 mn 种方法；

完成该件事必须通过每一步骤才算完成，则完成这件事的方法总数

为 mnnn  21 .

2. 排列组合方法

（1）排列公式：从 n个不同元素中任取 k个的不同排列总数为

!
( )!

r
n

nA
n r




（2） 组合公式；从 n个不同元素中任取 k个的不同组合总数为

教 学

后 记

r
nC  

!
! !
n

r n r


!

r
nA
r





章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第一章 随机事件与概率
教学

时数

单元内容 §1.2 概率与频率（2） 时间 2021 年 9 月 7 日第 7、8 节

教学目标
会用古典概型求随机事件的概率；掌握概率的几何定义，会用

几何概型求随机事件的概率；掌握常见的古典概型、几何概型。

思政目标

从古典概型到几何概型，几何概型从一维到多维是一步一步演

化来的。我们做任何事情都不能急于求成，只有打好基础，才能盖

成高楼大厦。

重点难点
教学重点：运用古典概型和几何概型计算随机事件的概率；

教学难点：运用古典概型计算复杂随机事件的概率。

教学要求

1.会用古典概型求随机事件的概率；

2.掌握概率的几何定义，会用几何概型求随机事件的概率；

3.掌握常见的古典概型、几何概型。

4.对学生进行思政教育，消除学生的急功近利的、浮躁的风气.

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习等

授课方式 传统板书与多媒体课件辅助教学相结合.

练 习

作 业
习题 1-2 第 1、9、1020、2、24 题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3]盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出

版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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一、复习引入

1.古典概型

我们称具有下列两个特征的随机试验模型为古典概型．

（1）随机试验只有有限个可能的结果；

（2）每一个结果发生的可能性大小相同．古典概型又称为等可

能概型．

即 ( ) A kP A
n

 
中包含基本事件数

S中基本事件总数

2.古典概型的例子

例 1 将一枚硬币抛掷三次,观察正面 H,反面 T出现的情况。

(1) 设事件为“恰有一次出现正面”，求 1( )P A ；

(2)设事件 2A 为“第一次出现正面”，求 2( )P A ；

(3)设事件 3A 为“至少有一次出现正面”,求 3( )P A .

解：  中包含有限个元素，且每个基本事件发生的可能性相同，

属于古典概型。样本空间

 , , , , , , ,HHH HHT HTH THH HTT THT TTH TTT  , 8n 

(1)  1 , ,A HTT THT TTH , 1
1 1

3=3   ( ) = =  
8

kk P A
n

，

(2)  1 , , , ,A HHH HHT HTH HTT ,

2
2 2

4 1=4   ( ) = =  =
8 2

kk P A
n

，

(3)  3 , , , , , ,A HHH HHT HTH THH HTT THT TTH 或 3={T T T}A

例2 袋中装有5只白球3只黑球，分别按下列方式抽取2只：

（1）第一次取一球不放回袋中，第二次从剩余的球中再取一球．这

种取球方式叫做不放回抽样．

（2）第一次取一只球，观察其颜色后放回袋中，搅匀后再取一球．这
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种取球方式叫做放回抽样．

（3）一次任取2只．设 A＝“所取2只球均为白球”， B＝“所取2

只球中一白一黑”，求 ( ), ( )P A P B ．

解（1）不放回抽样. 第一次从8只球中抽取一只，不再放回，

故第二次从7只球中抽取1只，因此基本事件总数为
2
8 8 7 56A    .

因为第一次有5只白球供抽取，第二次有4只白球供抽取，所以事件 A

中包含的基本事件数为
2
5 5 4 20A    个.

所以
2
5
2
8

20 5( )
56 14

A
P A

A
   .

从5只白球中任取一只共有5种方法，从3只黑球中任取一只共有

3种方法，第一次取得白球第二次取得黑球及第一次取得黑球第二次

取得白球构成事件 B，共有 1 1 1 1
5 3 3 5 15 15 30A A A A    种方法， 故

1 1 1 1
5 3 3 5

2
8

30 15( )
56 28

A A A A
P B

A


   ．

（2）放回抽样. 因为每次都是从8只球中抽取，故由乘法原理，

基本事件总数的 28 64 ,又由于两次都是从5只白球中抽取，故构成

A的基本事件数为 25 25 ，因此
2

2

5 25( )
648

P A   ．

事件B包含的基本事件数：第一次取得白球第二次取得黑球有

5 3 个基本事件，第一次取得黑球第二次取得白球有3 5 个基本事

件，故
2

2

5 15( )
8 64

P B   ．

（3）一次任取2只因为不考虑次序，将从8只球中抽取2只的可能

组合作为基本事件，总数为 2
8 28C  .事件 A发生的基本事件数为从5

只白球中任取2只的组合，有 2
5 10C  个．故

2
5
2
8

10 5( )
28 14

C
P A

C
  

事件B发生的基本事件数为从5只白球中任取1只，从3只黑球中
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任取一只构成的组合，共有 1 1
5 3 15C C  个，故

1 1
5 3

2
8

15( )
28

C C
P B

C
 

例 3 一批产品共 10 件，其中有 3 件次品，今从中随机取 4 件，问

其中恰有 2件为次品的概率是多少？

解：设 A =｛从中随机地取 4件,恰有 2件为次品｝，10 件产品中

随机地取 4件共有 4
10C 种取法，每种取法为一基本事件且每个基本事

件发生是等可能的，又因在 3件次品中取 2件的取法有 2
3C 种，在 7

件正品中取 2件正品的取法有 2
7C 种，由乘法原理，在 4件产品中有

2件次品，2件正品的取法共有 2
3C · 2

7C 种，所以

2 2
3 7

4
10

3( )
10

C C
P A

C


  ．

例4 有 r只球，随机放在 n个盒子中（ r n ）．试求下列各事件的

概率．

（1）每个盒子中至多有一只球；

（2）某指定的 r个盒子中各有一只球；

（3）恰有 r个盒中各有一球．

解: r只球放入 n个盒子里的方法共有 rn n n n  种，即为基本事件

总数．

（１）设 A＝“每个盒子中至多有一只球”．

因为每个盒子中至多放一只球，共有 ( 1) [ ( 1)]n n n r    r
nA 种不

同的放法．即 A中包含的基本事件数为 r
nA ．所以 ( )

r
n
r

A
P A

n
 ．

（2）设B＝“某指定的 r个盒子中各有一只球”．

由于 r只球在指定的 r个盒中各放一只，共有 !r 种放法，故 B中包含

的基本事件数为 !r .所以
!( ) r

rP B
n



（3）设C＝“恰有 r个盒中各有一只球”．

由于在 n个盒中选取 r个盒子的选法有 r
nC 种，而对于每一种选法选
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出的 r个盒，其中各放一只球的放法有 !r 种．所以C包含的基本事

件数为 !r
nC r .所以

!
( )

r r
n n
r r

C r A
P C

n n


 

例如，假设每个人的生日在一年365天中的任一天是等可能的，

即都等于
1

365
，那么随机选取 r ( 365)r  个人，他们的生日各不相

同的概率.因而， r个人中至少有两人生日相同的概率为

3651
365

r

r

A
p   ．

如果 50r  ，可算出 0.970p  ，即在一个50人的班级里，“至

少有两个人的生日相同”这一事件发生的概率与1差别很小．

例5 从1 100 的100个整数中任取一个，试求取到的整数既不能被6

整除，又不能被8整除的概率．

解:设 A＝“取到的数能被6整除”，B＝“取到的数能被8整除”，

C＝“取到的数既不能被6整除，也不能被8整除”．则C AB ，

( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 [ ( ) ( ) ( )]P C P AB P A B P A B P A P B P AB        

对 A，设100个整数中有 x个能被6整除，则6 100x  ，所以

16x  ．即 A中有16个基本事件，
16( )

100
P A  ．

同理B中含有12个基本事件，则
12( )

100
P B  ．

设既能被6整除又能被8整除即能被24整除的数为 y个，则

24 100y  ，所以 4y  ．即 AB中含有4个基本事件，则
4( )

100
P AB 

16 12 4( ) 1 [ ( ) ( ) ( )] 1 ( ) 0.76
100 100 100

P C P A P B P AB        

3.几何概型

古典概型只考虑了有限等可能结果的随机试验的概率模型. 将

古典概型中的有限性推广到无限性，而保留等可能性，就得到几何

概型．

几何概型特点: 有一个可度量的几何图形，试验 E看成在中随
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机地投掷一点,事件 A就是所投掷的点落在中的可度量图形 A中．

这里我们研究样本空间为一线段、平面区域或空间立体等的等

可能随机试验的概率模型—几何概型.

（从古典概型到几何概型，几何概型从一维到多维是一步一步

演化来的。我们做任何事情都不能急于求成，只有打好基础，才能

盖成高楼大厦。）

例 某路公共汽车每5min 发出一辆车，求乘客到达站点后，等待时

间不超过3min 的概率．

如果记此事件为 A，乘客到达站点的时刻 (0 5)t t  可视为向

时间段 0,5 投掷一随机点．从而向时间段内投点对应于向线段上投

点．

事件  2 5A t   表示“等待时间不超过3min ，

而样本空间Ω＝ {0 5}t    ，这里所投掷的点落在线段上任

一点的可能性都一样或说具有等可能性．我们理解这种等可能性的

含义，就是点落在时间段内的可能性与该线段的长度成正比，与该

线段的位置无关．因此事件Ａ的概率决定于线段[2,5]与[0,5]的长度

比，即
( ) 3( )
( ) 5
L AP A
L S

 
.

几何概率的定义:如果一个随机试验相当于从直线、平面或空间的某

一区域Ω任取一点，而所取的点落在Ω中任意两个度量（长度、面

积、体积）相等的子区域内的可能性是一样的，则称此试验模型为

几何概型，对于任意有度量的子区域， A  ，定义事件“任取一

点落在区域 A内”发生的概率为

( ) AP A 

的度量

的度量

例 6 甲乙二人相约定 7：00-8：00 在预定地点会面，先到的人
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要等候另一人 20 分钟后，方可离开，假定他们在指定的一小时内任

意时刻到达.求二人能会面的概率。

解 设甲乙二人到达预定地点的时刻分别为 x及 y（分钟）, 则

两人到达时间的一切可能结果对应于边长为 60 的正方形里所有点

A＝｛二人会面｝ {( , ) 20}A x y x y   

2 2

2

60 40 5( )
60 9

P A 
 

练习 1 某人午觉醒来，发觉表停了，他打开收音机，想听电 台

报时， 求他等待的时间不超过 10 分钟的概率. (1/6)

2 在线段 AD上任意取两个点 B C、 ，在 B C、 处折断此线段

而得三折线，求此三折线能构成三角形的概率.

解：设 A＝｛三折线能构成三角形｝设 1AD  ，AB x ，BC y ，

1CD x y   .

则样本空间 {( , ) 0, 0, 1}x y x y x y     

A＝｛两边之和大于第三边｝＝
1 1 1{( , ) 0 ,0 , }
2 2 2

x y x y x y     

1( )
4

P A 

小结：1.常见的古典概型的类型；

2.一维、二维几何概型的计算.

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第一章 随机事件与概率
教学

时数
2

单元内容 §1.3 概率的性质 时间 2021 年 9 月 7 日第 7、8 节

教学目标
掌握随机事件的性质；

会应用随机变量的性质求随机事件的概率。

思政目标

对学生进行思政教育，让学生学会从别人的角度思考问题,从观

念的相反角度思考问题,不要固化自己。

让学生学会转换角度思考问题,特别是一个命题的逆否命题.

重点难点
教学重点：随机事件的性质；

教学难点：随机事件的性质的证明。

教学要求
1.掌握随机事件的性质；

2.会应用随机变量的性质求随机事件的概率；

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习等

授课方式 传统板书与多媒体课件辅助教学相结合.

练 习

作 业
习题 1-3 第 1、2、16、17、18、19 题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出

版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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一、概率的性质

性质 1. ( ) 0P   .

性质 2.有限可加性：设 1 2, , , nA A A 是两两互不相容的事件,则有

即若 i jA A   (1 )i j n   则
11

( ) ( )
n n

i i
ii

P A P A


 .

性质 3.对任一随机事件 A，有 ( ) 1 ( )P A P A 

(对学生进行思政教育，让学生学会从别人的角度思考问题,从观念

的相反角度思考问题,不要固化自己)

性质 4.设 ,A B是两个事件,若 A B 则 ( ) ( ) ( )P B A P B P A   ，

( ) ( )P B P A

证明 因为 A B ，从而有 ( )B A B A  ），且 ( )A B A  ．由

性质2得

( ) ( ) ( )P B P A P B A   所以 ( ) ( ) ( )P B A P B P A  

由于 ( ) 0P B A  ，因此 ( ) ( )P B P A

性质 5：对任意事件 ( ) 1A P A ， .

性质 6(减法公式)：对事件 ,A B ,则 ( ) ( ) ( )P B A P B P AB  

证明 由于B A B AB   ，而 AB B 根据性质4可得

性质 7:对任意两个事件 ,A B，有 ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB  

推广:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P AB P BC P AC P ABC       

证明:因为 ( )A B A B AB   且 ( ) ,A B AB AB B    ，

由性质2及性质4得

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B AB P A P B P AB     
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一般地,设 1 2, , , nA A A 为 n个随机事件，则有

         1
1 2

1 1 11

( ) 1
n n

n
i i i j i j k n

i i j n i j k ni

P A P A P A A P A A A P A A A

       

         
此公式称为概率的一般加法公式。

例 1：设 ,4.0)( AP ( ) 0.25,P B  ( ) 0.25P A B  ,6.0)( BAP 

求(1) )(ABP ; (2) )( BAP  ; (3) ( )P B A ; (4) )( BAP .

解: (1) ( ) ( ) ( ) 0.4 0.25 0.15P AB P A P A B     

(2) ( ) ( A)+P( B)-P(AB)=0.4+0.25-0.15=0.5P A B P  ;

(3) ( ) ( ) ( ) 0.25 0.15 0.1P B A P B P AB     

(4) ( ) ( ) 1 ( ) 1 0.5 0.5P AB P A B P A B       

(让学生学会转换角度思考问题,特别是一个命题的逆否命题.)

例 2：设
1( ) ( ) ( )
4

P A P B P C   ， ( ) ( )P AC P BC 
1

16 ， ( ) 0P AB 

求事件 , ,A B C全不发生的概率。

解： ( )P ABC ＝ ( )P A B C 

因 为 ABC AB , 所 以 ( ) )P ABC PAB , 而 ( ) 0P AB  所 以

( ) 0P ABC 

练习 设事件 A、B 的概率分别为 1/3、1/2，求在下列三种情况下

P(BA) 的值

（1）A与 B互不相容 （2）A B （3）P（AB）=1/8

解：（1）由已知得P(BA) =P（B）=1/2

（2）P(BA) =P（B）-P（A）=1/6

（3）P(BA) =P（B-A)=P(B-AB)=P(B)-P(AB)=3/8

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第一章 随机事件与概率
教学

时数
2

单元内容 §1.4 条件概率（1） 时间 2021 年 4 月 19 日第 12 节

教学目标
掌握条件概率的定义；掌握乘法公式；会用条件概率、乘法公

式计算随机事件的概率。

思政目标

在讲乘法公式的含义时，对学生进行思政教育：对人生重要的

目标一定要坚持不懈，一步一个目标，才能完成。学习数学更是如

此。

重点难点
教学重点：条件概率的定义，乘法公式。

教学难点：条件概率的计算。

教学要求

1.掌握条件概率的定义；

2.掌握乘法公式；

3.会用条件概率、乘法公式计算随机事件的概率；

4.对学生进行思政教育：对人生重要的目标一定要坚持不懈，

一步一个目标，才能完成。

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习等

授课方式 课堂讲解+课堂练习

练 习

作 业
习题 1-4 第 3、4、16、20、21 题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出

版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。



章节（单元）教案

教

学

流

程

一.条件概率

例1 两台机器加工同一种产品，共100件，第一台机器加工合格品数

为35件，次品数为5件，第二台机器加工合格品数为50件，次品数为

10件．若从100件产品中任取一件产品，已知取到的是第一台机器加

工的产品，问它是合格品的概率是多少．

解 令Ａ＝“取到产品是第一台机器加工的”，Ｂ＝“取到产品为

合格品”，于是所求概率是事件Ａ发生的条件下事件Ｂ发生的概率，

所以称它为Ａ发生的条件下Ｂ发生的条件概率，并记作 ( )P B A

( )P B A 可以用古典概型计算．因为取到的是第一台机器加工的，又

已知第一台机器加工40件产品，其中35件是合格品，所以

35( ) 0.875
40

P B A   ．

另外，由于ＡＢ表示事件“取到的第一台机器加工的，并且是

合格品”，而在100件产品中是第一台机器加工的又是合格品的产品

为35件，所以

35( )
100

P AB  ，而
40( )

100
P A  ，从而有

35
35 ( )100( )

4040 ( )
100

P ABP B A
P A

  

定义: 设 ,A B是两个事件，且 ( ) 0P A  ，称
( )
( )

P AB
P A

为在事件Ａ发生

的条件下，事件Ｂ发生的条件概率，记为 ( )P B A ，即
( )( )
( )

P ABP B A
P A



同样,可以在 ( ) 0P B  的条件下，定义在事件Ｂ发生的条件下，事件

Ａ发生的条件概率为
( )( | )  
( )

P ABP A B
P B



条件概率 ( | )P A B 满足概率公理化定义中的三个基本性质：

1.非负性 对任一事件 B， ( | ) 0P A B 
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2. 规范性: ( ) 1P A 

3. 可列可加性：设 1 2, , nB B B 两两互斥

注: ( ) 0P A  , ( ) 1 ( )P B A P B A 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )P B B A P B A P B A P B B A  

计算条件概率 ( )P B A 有两种方法：

（1）在样本空间Ω中，先求 ( ), ( )P AB P A ，再按定义计算 ( )P B A

（2）在缩减的样本空间 A 中求事件Ｂ的概率，可得到 ( )P B A

例2 一袋中有10只球，其中3只黑球，7只白球，依次从袋中不放回

取两球．

（1）已知第一次取出的是黑球，求第二次取出的仍是黑球的概率；

（2）已知第二次取出的是黑球，求第一次取出的也是黑球的概率．

解 记 iA＝“第 i次取到黑球”（ 1,2i  ）

（1）可以在缩减的样本空间
1A

 上计算．

因为 1A已发生，即第一次取得的是黑球，第二次取球时，所有可取

的球只有9只．
1A

 中所含的基本事件数为9，其中黑球只剩下2只，

所以 2 1
2( )
9

P A A  ．

（2）由于第二次取球发生在第一次取球之后，故缩减的样本空间

2A
 的结构并不直观，因此，直接在Ω中用定义计算 1 2( )P A A

因为 1 2
3 2 1( )

10 9 15
P A A 

 


．

又由 2 1 2 1 2A A A A A  且 1 2A A 与 1 2A A 互不相容.

故 2 1 2 1 2
3 2 7 3 3( ) ( ) ( )

10 9 10 9 10
P A P A A P A A  

    
 

．

例3 设某种动物由出生起活20岁以上的概率为80%，活25岁以上的

概率为40%.如果现在有一个20岁的这种动物，问它能活25岁以上的

概率？
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解 记 A＝“该动物活到20岁”， B＝“该动物活到25岁”，显然

B A ，则 AB B ．又 ( )P A ＝0.8， ( )P B ＝0.4，

( ) ( )P AB P B ＝0.4．

所以
( ) 0.4 1( )
( ) 0.8 2

P ABP B A
P A

   ．

二、乘法公式

1 定理１（乘法公式） 设 ( ) 0P A  则有 ( ) ( ) ( | )P AB P A P B A

设 ( ) 0P B  则有

( ) ( ) ( | )P AB P B P A B

它表明，两个事件同时发生的概率等于其中一个事件发生的概

率与另一事件在前一事件发生下的条件概率的乘积．

2、推广：三个事件的乘法公式:设 , ,A B C为三个事件,且 ( ) 0P AB 

( )= ( ) ( | ) ( | )P ABC P A P B A P C AB

3. 多个事件乘法公式的推广: 设 1 2 nA A A 为 n 个事件,当

1 2 1( ) 0nP A A A   时，有

1 2 1 2 1 1 2 1( )= ( ) ( | ) ( | )n n nP A A A P A P A A P A A A A   

证明：因 1 1 2 1 2 1nA A A A A A     ，

故 1 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 0nP A P A A P A A A     

又 1 2( )nP A A A ＝ 1 2 3 1 21 2
1

1 1 2 1 2 1

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )
n

n

P A A A P A A AP A A
P A

P A P A A P A A A 

 





1 2 1 1 2 1= ( ) ( | ) ( | )n nP A P A A P A A A A 

（结合乘法公式的实际意思,对学生进行思政教育，让学生明白:
不积跬步，无以至千里；不积小流，无以成江海。对人生重要的目
标一定要坚持不懈，一步一个目标，才能完成。学习数学更是如此，
一步跟不上，步步跟不上，大家一定要认真学习，为以后的学习打
下基础。）
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例 甲、乙两市都位于长江下游，据一百多年来的气象记录，知道

在一年中的雨天的比例甲市占 20%，乙市占 18%，两地同时下雨占

12%.

记 A=  甲市出现雨天  B = 乙市出现雨天 
求：1）两市至少有一市是雨天的概率；

2）乙市出现雨天的条件下，甲市也出现雨天的概率；

3）甲市出现雨天的条件下，乙市也出现雨天的概率。

解：1） 26.0)(  BAP

2） 67.0)( BAP

3） 60.0)( ABP
例 3 （抽签问题）有一张电影票，7个人抓阄决定谁得到它，问第

i个人抓到票的概率是多少？

解：设 iA =“第 i个人抓到票”，（i=1，2，…，7）

显然，    
7
6,

7
1

1  APAP

如果第二个人抓到票的话，必须第一个人没有抓到票。

这就是说 12 AA  ，所以 122 AAA 
于是可以利用概率的乘法公式，因为在第一个人没有抓到票的

情况下，第二个人有希望在剩下的 6个阄中抓到电影票，

所以  
6
1

12 AAP ，

       
7
1

6
1

7
6

121122  AAPAPAAPAP ，

类似可得

         
7
1

5
1

6
5

7
6

2131213213  AAAPAAPAPAAAPAP ，

…

 
7
1

7 AP 。

小结：

1.条件概率的定义

( )( | )  ( ( ) 0).
( )

P ABP A B P B
P B

 

2.计算条件概率 ( )P B A 有两种方法：

（1）在样本空间Ω中，先求 ( ), ( )P AB P A ，再按定义计算 ( )P B A ．

（2）在缩减的样本空间 A 中求事件Ｂ的概率，可得到 ( )P B A ．
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3.乘法公式

( ) ( ) ( | ).P AB P B P A B

设 1 2 nA A A 为 n个事件,当 1 2 1( ) 0nP A A A   时，有

1 2 1 2 1 1 2 1( )= ( ) ( | ) ( | ).n n nP A A A P A P A A P A A A A   

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第一章 随机事件与概率
教学

时数
2

单元内容 §1.4 条件概率（2） 时间 年 月 日第 节

教学目标
掌握全概率公式、贝叶斯公式；会用全概率公式、贝叶斯公式

解决实际的问题。

思政目标

在贝叶斯公式例题的讲解中，让学生明白某车间次品率高的影

响因素。让学生摈弃可以蒙混过关的想法，培养学生踏踏实实工作、

学习的精神。

重点难点
教学重点：全概率公式、贝叶斯公式。

教学难点：全概率公式、贝叶斯公式的应用。

教学要求

1.掌握全概率公式、贝叶斯公式；

2.会用全概率公式、贝叶斯公式解决实际的问题；

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习等

授课方式 课堂讲解+课堂练习

练 习

作 业
习题 1-4 第 20、21 题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出

版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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一、复习引入

1.条件概率的定义

( )( | )  ( ( ) 0).
( )

P ABP A B P B
P B

 

2.计算条件概率 ( )P B A 有两种方法：

（1）在样本空间中，先求 ( ), ( )P AB P A ，再按定义计算 ( )P B A ．

（2）在缩减的样本空间 A 中求事件Ｂ的概率，可得到 ( )P B A ．

3.乘法公式

( ) ( ) ( | ).P AB P B P A B

设 1 2 nA A A 为 n个事件,当 1 2 1( ) 0nP A A A   时，有

1 2 1 2 1 1 2 1( )= ( ) ( | ) ( | )n n nP A A A P A P A A P A A A A    ．

二、全概率公式与贝叶斯公式

全概率公式是概率论中的一个基本公式。它使一个复杂事件

的概率计算问题，可化为在不同情况或不同原因或不同途径下发生

的简单事件的概率教

学

流

程的求和问题。

定理3 (全概率公式)：设随机试验Ｅ的样本空间为， B为 E的任

意事件， 1 2, , , nA A A 是的一个完备事件组，

（即 1 2 nA A A    且 1 2, , , nA A A 两两互不相容），且

( ) 0( 1,2, )iP A i n   ，则
1

( ) ( ) ( )
n

i i
i

P B P A P B A


 ｜

全概率公式说明，在复杂情况下直接计算 ( )P B 不易时，可根据

具体情况构造一完备事件组 1 2, , , nA A A ，使事件 B发生的概率是各

事件 , ( 1, 2, , )iA i n  ）发生的条件下引起事件 B发生的概率的总和．
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若已经观察到一个事件 B已经发生，再来研究事件发生的各种原因、

情况或途径的可能性的大小，就需要给出贝叶斯公式．

定理4（贝叶斯公式） 设 1 2, , , nA A A 为一完备事件组，且

( ) 0( 1,2, )iP A i n   ．则对任一事件 B， ( ) 0P B  ，有

( ) ( ) ( | )
( | ) , 1, 2, ,

( ) ( ) ( | )
i i i

i
j j

j

P A B P A P B A
P A B i n

P B P A P B A
  




例2 已知自然人患有某种疾病的概率为，据以往记录，某种诊断该

疾病的试验具有如下效果，被诊断患有该疾病的人试验反应为阳性

的概率为，被诊断不患有该疾病的人试验反应为阳性的概率为，在

普查中发现某人试验反应为阳性，问他确实患有该疾病的概率是多

少？

解 设事件B＝“试验反应为阳性”，A “被诊断者患有此疾病”，

则 A＝“被诊断者不患有此疾病”．

由已知 ( ) 0.005P A  ，

( ) 1 0.005 0.995P A    , ( ) 0.95, ( ) 0.06P B A P B A 

由全概率公式

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.005 0.05 0.995 0.06. 0.6445P B P A P B A P A P B A      

例3 玻璃杯成箱出售，每箱20只，假设各箱含0,1,2只残次品的概率

相应地为,和．一顾客欲买一箱玻璃杯，在购买时，顾客随机地查看

4只，若无残次品，则买下该箱玻璃杯，否则退回．试求：

（1）顾客买下该箱玻璃杯的概率；

（2）在顾客买下的一箱玻璃杯中，确实没有残次品的概率．

解 设B＝“顾客买下该箱玻璃杯”

iA  “箱中恰有 i只残次品” ( 0,1,2)i  显然， 0 1 2, ,A A A 为Ω的完

备事件组，由题意，

（１）由全概率公式得

2

0

( ) ( ) ( )i i
i

P A P A B P B


 
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4 120.8 1 0.1 0.1 0.94
5 19

     ＋

(2)由贝叶斯公式

85.0
94.0
8.0

)(
)()(

)( 00
0 

AP
BPBAP

ABP

例4 某工厂有甲、乙、丙三台机器，它们的产量分别占总产量的25%，

，35%，40%，而它们的产品中的次品率分别为5%，4%，2%．

（1）从所有产品中随机取一件，求所取产品为次品的概率；

（2）从所有产品中随机取一件，若已知取到的是次品，问此次品分

别是由甲、乙、丙三台机器生产的概率是多少？

解:1）设B＝“取出的产品为次品”

又设 1A＝“所取产品来自甲台”， 2A ＝“所取产品来自乙台”，

3A ＝“所取产品来自丙台”．

由于 1 2 3A A A    , 1 2 3, ,A A A 两两互不相容，所以

1 2 3B A B BA BA   且 1 2 3, ,A B BA BA 也两两互不相容，于是

  1 2 3( ) ( ) ( )P B P A B P BA P BA  

又已知 1( ) 0.25P A  , 2( ) 0.35P A  , 3( ) 0.40P A 

故所求概率：

( ) 0.25 0.05 0.35 0.04 0.40 0.02 0.0345.P B       

2）    
 

1
1

0.25 0.05| 36%
0.0345

P A B
P A B

P B


   ，

   
 

2
2

0.35 0.04| 41%
0.0345

P A B
P A B

P B


   ，

   
 

3
3

0.40 0.02| 23%.
0.0345

P A B
P A B

P B


  
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(让学生明白某车间次品率高受哪些因素影响。让学生摈弃可以蒙混

过关的想法，培养学生踏踏实实工作、学习的精神)

练习 1 设有五个坛子，大号坛子两个，各装两个白球一个黑球，中

号坛子两个，各装三个白球一个黑球，小号坛子一个，装有十个黑

球。如任选一个坛子，从中取出一球，问这球是黑球的概率是多少

练习 2 对以往的数据分析结果表明当机器调整得良好时，产品的合

格率为 90% , 而当机器发生某一故障时，其合格率为 30% 。每天

早上机器开动时，机器调整良好的概率为 75% 。已知某天早上第一

件产品是合格品，试求机器调整得良好的概率是多少？

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第一章 随机事件与概率
教学

时数
2

单元内容 §1.5 事件的独立性 时间 2021 年月日第 7、8 节

教学目标

掌握二个随机事件、多个随机事件独立的定义；掌握独立随机

事件的性质；会运用随机事件独立的定义及性质进行随机事件的和

与积的计算。

思政目标

由随机事件独立的定义，对学生进行思政教育,使学生学会独立

思考,不要受社会上不良的思潮影响。独立思考的前提是不忘初心，

放弃一些不重要的事情，为人生目标前进。

重点难点
教学重点：独立的定义、独立的性质；

教学难点：多个随机事件独立的定义。

教学要求

1.掌握二个随机事件、多个随机事件独立的定义；

2.掌握独立随机事件的性质；

3.会运用随机事件独立的定义及性质进行随机事件的和与积的

计算；

4.对学生进行思政教育，使学生学会独立思考,能够不忘初心，

放弃一些不重要的事情，为人生目标前进。

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习等

授课方式 课堂讲解+课堂练习

练 习

作 业
习题 1-5 第 2、6、23、24、25 题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出

版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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一两个事件的独立性

定义 1:若两事件 A , B满足 )()()( BPAPABP  成立则称事件 A , B相互

独立, 或称 A , B独立.

注: (1)两事件互不相容与相互独立是完全不同的两个概念，它们分

别从两个不同的角度表达了两事件间的某种联系，互不相容是表述

在一次随机试验中两事件不能同时发生，而相互独立是表述在一次

随机试验中一事件是否发生与另一事件是否发生互无影响．

(由随机事件独立的定义，对学生进行思政教育,使学生学会独

立思考,不要受社会上不良的思潮影响。独立思考的前提是不忘初

心，放弃一些不重要的事情，为人生目标前进。)

(2) 当 0)( AP , 0)( BP 时, A , B相互独立与 A , B互不相容不

能同时成立. 但与 S既相互独立又互不相容.

证明： A B由于事件 与 相互独立，故       0P AB P A P B  .

由于 AB =Φ，所以     0P AB P   .但是，由题设     0P A P B 

     P AB P A P B所以， 这表明，事件 A 与 B 不相互独立.

所以当 0)( AP , 0)( BP 时, A , B相互独立与 A , B互不相容不能同

时成立.

定理1 设 A , B是两事件，若 A , B相互独立，且    0, 0P A P B 

则    ( ) ( ) ,P A B P A P B A P B  ．

反之， ( ) ( ) ,P A B P A 或    P B A P B ，则 ,A B相互独立．

证明 若 ,A B相互独立，则      P AB P A P B
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当   0P B  时，有    
 

   
   

P AB P A P B
P A B P A

P B P B
  

反之若 ( ) ( ) ,P A B P A 则          P AB P B A P A P B P A 

故 A , B相互独立．

定理 2

A B A B A B A B若事件 与事件 相互独立，则 与 ，与 ，与 也分别相互独立．

证:由      P AB P A P B ，故    P AB P A B 

     P A AB P A P AB   

注意：在实际应用中，对于事件的独立性，我们往往不是根据定义

来判断，而是根据实际意义来加以判断的。具体的说，题目一般把

独立性作为条件告诉我们，要求直接应用定义中的公式进行计算。

例1 从一副不含大小王的扑克牌中任取一张，记 A “抽到K”，B 

“抽到的牌是黑色的”，判断事件 ,A B是否独立。

解:利用定义判断，由    1 4 1, .
4 52 13

P A P B  

得到 AB  “抽到黑色K”,   1 .
52

P AB 

所以      P AB P A P B ，故事 ,A B相互独立．

例 2 甲乙二人独立地向同一目标射击，甲击中目标的概率为 0.9，

乙击中目标的概率为 0.8.试计算目标被击中的概率.

解 ： 设 A表示“甲击中目标”， B表示“乙击中目标”,

则 ( ) 0.9, ( ) 0.8P A P B  ，

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB P A P B P A P B      

0.9 0.8 0.9 0.8 0.98.    

二、有限个事件的独立性

多个事件的独立性

定义 2. 设三个事件 A,B,C 满足
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P(AB)=P(A)P(B) P(AC)=P(A)P(C) P(BC)=P(B)P(C)

P(ABC)=P(A)P(B) P(C) 称 A,B,C 相互独立。

由三个事件的独立性可知，若 A、B、C两两相互独立，反之不

一定成立。

例 4 一个均匀的正四面体，其第一面染成红色，第二面染成白色，

第三面染成黑色第四面上同时染上红、黑、白三色，以 A、B、C分

别记投一次四面体，出现红、白、黑颜色的事件，则

2 1( ) ( ) ( )
4 2

P A P B P C   

1( ) ( ) ( )
4

P AB P BC P AC   1( )
4

P ABC 

故 A、B、C两两相互独立.

但不能推出 ( ) ( ) ( ) ( )P ABC P A P B P C   .

同样地,

由 ( ) ( ) ( ) ( )P ABC P A P B P C   不能推出 A B C、 、 两两相互独立。

定 义 3. 对 n 个 事 件 1 2 n, , ,A A A 若 对 于 所 有 可 能 的 组 合

1 i j k n     ，有

)( ji AAP
=

)()( ji ApAP

)( kji AAAP
=

)()()( kji ApApAP

……

)( 21 nAAAP 
=

)()()( 21 nApApAP 

则称 1 2 n, , ,A A A 相互独立。

n个事件相互独立，则必须满足2 - -1n n 个等式.

显然n个事件相互独立，则它们中的任意 (2 )m m n  个事件也相互

独立。

定义4 设 1 2, , , nA A A 是 n个事件，若其中任意两个事件均相互独

立，则称 1 2, , , nA A A 两两相互独立．

可见 n个事件相互独立，可推得 n个事件两两相互独立，反之
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未必.

多个相互独立事件具有如下性质：

性质1 若事件 1 2, , , nA A A 相互独立，则其中任意 (1 )m m n  个事

件也相互独立．

性质2 若事件 1 2, , , nA A A 相互独立，则将 1 2, , , nA A A 中任意

(1 )m m n  个事件换成它们的对立事件，所得的 n个事件仍相互独

立．

特别是，若 1 2, , , nA A A 相互独立，则 1 2, , , nA A A 也相互独立．

利用多个事件的独立性，可以简化概率的计算．

（1）计算 n个相互独立的事件 1 2, , , nA A A 的积的概率，可简化为

(2)计算 n个相互独立的事件 1 2, , , nA A A 的和的概率，可简化为

1 2( )nP A A A  …  
1

1
n

i
i

P A


 

证明: 1 2( )nP A A A  … 1 21 ( nP A A A    … ）

例3 一个人看管三台机床，设各台机床在任一时刻正常工作的概率

分别为,,，求在任一时刻，

（1）三台机床都正常工作的概率；

（2）三台机床中至少有一台正常工作的概率．

解:三台机床工作正常与否是相互独立的，

记 iA  “第 i台机床正常工作”（ 1,2,3i  ），则

（1）所求概率为

（2）所求概率为 1 2 3( )P A A A  1 2 31 ( )P A A A   

1 2 31 ( )P A A A 

例4 有两名选手比赛射击，轮流射击同一目标，甲每枪命中的概率

为 ，乙每枪命中的概率为 ，甲先射，谁先击中谁获胜，问甲乙

获胜的概率各多少？
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解：设
iA为第 i次命中目标，则

2 2( ) (1- )(1- ) (1- ) (1- )P          甲获胜

0
(1- ) (1- )i i

i
  





 

= .
1- (1- )(1- )


 

)1)(1(1
)1(

)1()1()1()1()1(

)()(
232

654321432121

















AAAAAAAAAAAAPP乙胜

三、伯努利概型

在概率论中，只考虑两个可能结果的随机试验称为伯努利试

验．为方便起见，将两个可能结果说成事件 A发生或事件 A不发生，

记 ( ) , ( ) 1 ((0 1, 1),P A p P A p q p p q        将伯努利试验在

相同条件下独立地重复进行 n次，称这一串重复的独立试验为 n重

伯努利试验，或简称为伯努利概型． n重伯努利试验是一种很重要

的数学模型，在实际问题中应用广泛，特点是事件 A在每次试验中

发生的概率均为 p，且不受其他各次试验中 A是否发生的影响．对

于伯努利概型，主要研究 n次试验中事件 A发生 (0 )k k n  次的概

率．

定理 3（伯努利定理） 设在一次试验中，事件 A 发生的概率为

),10(  pp 则在 n重伯努利试验中，事件 A恰好发生 k次的概率为

证明 在 n重伯努利试验中，由于各次试验是相互独立进行的，因

此事件 A在指定的 (0 )k k n  次试验中发生，其余 n k 次试验中均

不发生（比如在前 k次试验中发生，在后 n k 次试验中均不发生）

的概率为 k n kpp pqq q p q   ．k=0,1,2, n

由于这样的指定方式共有 k
nC 种，根据概率的加法公式可得．在
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n次试验中 A发生 k次的概率 ( ) (1 ) , ( 0,1, , )k k n k
n nP k C p p k n   

定理4 设在一次试验中，事件 A发生的概率为 ),10(  pp ，则在伯

努利试验序列中，事件 A在第k次试验中才首次发生的概率为

1 , ( 1, 2, , ), 1kpq k q p   

证明 “事件 A在第 k次试验中首次发生”等价于“事件 A在前 1k 

次试验中均不发生而第 k次试验中发生”，故所求的概率

1 , ( 1, 2, , ), 1kpq k q p    .

例5 一袋中装有10只球，其中3只黑球，7只白球，每次从中随意取

出一球，取后放回．

（1）如果共取10次，求10次中恰好3次取到黑球的概率及10次中能

取到黑球的概率；

（2）如果未取到黑球就一直取下去，直到取到黑球为止，求恰好要

取3次的概率及至少要取3次的概率．

解:设 iA “第ｉ次取到黑球”，则
3( ) , 1, 2,

10iP A i  

（1）设 B＝“10次中能取到黑球”， kB  “10次中恰好取到ｋ次

黑球”， 0,1,2, 10k   ，于是10次中恰好3次取到黑球的概率,

10次中能取到黑球的概率.

（2）设C＝“恰好要取3次”D＝“至少要取3次”，

则所求概率为

27 3( ) ( )
10 10

P C  
2

1 2 1 2
7( ) ( ) ( ) ( )

10
P D P A A P A P A      

 
.

例6 设在独立重复试验中每次事件 A发生的概率为，问最少需要

进行多少次试验，才能使事件 A至少发生一次的概率不小于0.9.

解：设最少需要进行 n次独立重复试验，则在 n次试验中事件 A至

少发生一次的概率为

1 (0) 1 (1 0.5) 0.9n
nP    

解得 3.3n  所以 4n  .
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练习 1 三人独立地去破译一份密码, 已知每个人能译出的概率分

别为 1/5，1/3，1/4。问三人中至少有一人能将密码译出的概率是多

少 ？

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第二章 随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容 2.1 随机变量及其分布(1) 时间 2021 年 月 日 7、8节

教学目标
了解随机变量的含义；掌握随机变量的分布函数的定义及其性

质；掌握离散型随机变量的定义、分布律及其性质；

思政目标

在讲离散型随机变量的分布函数时,对学生进行思政教育。任何

事情都必须积累，只有积累到一定程度才会成功。我们应该摒弃天

上掉馅饼的思想，脚踏实地地过好每一天。

重点难点

教学重点：随机变量分布函数的性质，离散型随机变量的性质

及分布函数。

教学难点：随机变量分布函数的性质。

教学要求

1.了解随机变量的含义；

2.掌握随机变量的分布函数的定义及其性质；

3.掌握离散型随机变量的定义、分布律及其性质；

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习，启发式与提问式相结合等

授课方式 传统板书与多媒体课件辅助教学相结合.

练 习

作 业
习题 2-1 第 8、9、10、13、14、17 题.

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出

版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。



章节（单元）教案

教

学

流

程

-、导入

一、随机变量概念的引入

为全面研究随机试验的结果, 揭示随机现象的统计规律性, 需

将随机试验的结果数量化，即把随机试验的结果与实数对应起来.

1.在有些随机试验中, 试验的结果本身就由数量来表示.

例如: 在掷骰子试验中,结果可用 1,2,3,4,5,6 来表示.

2.在另一些随机试验中, 试验结果看起来与数量无关,但可以

指定一个数量来表示.

例如: 掷硬币试验,其结果是用汉字“正面”和“反面”来表示

的，可规定:用 1表示 “正面朝上” 用 0 表示“反面朝上”.

二、随机变量的定义

1 定义 设随机试验的样本空间为 , 对每个  ,都有一个

实数 ( )X  与之对应,则称 ( )X  为随机变量.简记为 X .

随机变量通常用英文大写字母 , ,X Y Z或希腊字母 ,  等表示。

随机变量的取值一般用小写字母 , ,x y z等表示。

2 随机变量的特征

1) 它是一个变量； 2) 它的取值随试验结果而改变；

3）随机变量在某一范围内取值，表示一个随机事件，具有一定

的概率.

三、引入随机变量的意义

随机变量的引入,使得随机试验中的各种事件可通过随机变量

的关系式表达出来.由此可见,随机事件这个概念实际上是包容在随

机变量这个更广的概念内.也可以说,随机事件是从静态的观点来研

究随机现象,而随机变量则以动态的观点来研究之.其关系类似高等

数学中常量与变量的关系.

随机变量概念的产生是概率论发展史上的重大事件. 引入随机
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变量后,对随机现象统计规律的研究,就由对事件及事件概率的研究

转化为随机变量及其取值规律的研究,使人们可利用数学分析的方

法对随机试验的结果进行广泛而深入的研究.

四、随机变量的类型

随机变量因其取值方式不同, 通常分为离散型和非离散型两

类. 而非离散型随机变量中最重要的是连续型随机变量.

离散型：随机变量的所有取值是有限个或可列个

连续性：随即变量的取值是某个区间或整个数轴

一.离散型随机变量的概率分布

1、定义：如果随机变量 X 的取值是有限个或可列无穷个，则称 X 为

离散型随机变量．

2、定义(概率分布)

设离散型随机变量 X 的所有可能取值为 1 2 nx x x ， ， ， ， ，

X 取各个可能值的概率,即事件{ }iX x 的概率为

{ } , 1,2,i iP X x p i   

则称其为离散型随机变量 X 的概率分布或分布律.

常用表格形式来表示 X 的概率分布:

注：离散型随机变量可完全由其分布律来刻划．即离散型随机变量

可完全由它的可能取值以及取这些值的概率唯一确定．

当我们要描述一个随机变量时，不仅要说明它能够取哪些值，

而且还要指出它取这些值的概率. 只有这样，才能真正完整地刻画

一个随机变量, 为此，我们引入随机变量的分布函数的概念.

二.随机变量的分布函数

1.定义 设 X 是一个随机变量, 称 )()()(  xxXPxF 为

X 的分布函数.

注：分布函数是一个普通的函数，其定义域是整个实数轴．

在几何上，它表示随机变量 X的取值落在实数 x左边的概率
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对于任意的实数 1 2 1 2, ( )x x x x ，有

-------用分布函数计算某些事件的概率

2.分布函数的性质

1. 单调非减. 若 21 xx  , 则 )()( 21 xFxF  ；

2. 规范性0 ( ) 1F x  ;1)(lim)(,0)(lim)( 


xFFxFF
xx

3. 右连续性. 即 ).()(lim 0
0

xFxF
xx




反之，具有上述三个性质的实函数，必是某个随机变量的分布

函数。故该三个性质是分布函数的充分必要性质。

3.离散型随机变量的概率分布

1、定义：如果随机变量 X 的取值是有限个或可列无穷个，则称 X 为

离散型随机变量．

2、定义(概率分布)

设离散型随机变量 X 的所有可能取值为 1 2 nx x x ， ， ， ， ，

X 取各个可能值的概率,即事件{ }iX x 的概率为

{ } , 1,2,i iP X x p i   

则称其为离散型随机变量 X 的概率分布或分布律.

常用表格形式来表示 X 的概率分布:

注：离散型随机变量可完全由其分布律来刻划．即离散型随机变量

可完全由它的可能取值以及取这些值的概率唯一确定．

离散型随机变量分布律的性质:

例１ 一箱中装有6个产品，其中有2个是二等品，现从中随机地取

出3个，试求取出的二等品个数 X 的概率分布．

解： 随机变量 X 的可能取值是0,1,2，在6个产品中任取3个，共

x1 x2 x

X
o
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3
6 20C  种取法，故

 
3
4
3
6

10
5

C
P X

C
   ,  

2 1
4 2

3
6

31
5

C C
P X

C
   ,  

1 2
4 2

3
6

12
5

C C
P X

C
   .

所以， X 的概率分布为

0 1 2
1 3 1
5 5 5i

X

p

例 2：设随机变量 X 的分布律为    1 1 2
4

n

P X n c n    
 

， ，

c试求常数 .

解：由随机变量的性质，得  
1 1

11
4

n

n n
P X n c

 

 

     
 

 

该级数为等比级数，故有  
1 1

11
4

n

n n
P X n c

 

 

     
 

 
1
4

11
4

c 


所以 3c  .

设离散型随机变量 X 的概率分布为

则 X 的分布函数为 



xx

i
xx

i
ii

pxXPxXPxF )()()(

例 3： X设随机变量 的分布律为

1 2 3
1 1 1
6 2 3i

X

p
，求它的分布函

数 ( )F x ,并求
3
2

P X  
 

,  2 3P X  .

解：由概率的有限可加性得分布函数为：

0  1
1  1 2
6( )
2  2 3
3
1  3

x

x
F x

x

x



  
 
  

 
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一般地，对离散型随机变量 ( ) ( 1, 2, )k kP X x p k   

其分布函数为 ( ) { } { }
k k

k
x x x x

F x P X x P X x p
 

      .

结论：离散型随机变量的分布函数是阶梯函数,分布函数的跳跃点对

应离散型随机变量的可能取值点,跳跃高度对应随机变量取对应值

的概率;

反之,如果某随机变量的分布函数是阶梯函数,则该随机变量必

为离散型.

例 2设随机变量 X 的分布函数为

0, 1,
9 /19, 1 2,

( )
15 /19, 2 3,
1, 3.

x
x

F x
x

x

 
      
 

求 X 的概率分布.

解 由于 )(xF 图形是一个阶梯型曲线, 故知 X 是一个离散型随机变

量, )(xF 的跳跃点分别为 1,2,3 对应的跳跃高度分别为 9/19,

6/19, 4/19.

（对学生进行思政教育：任何事情都必须积累，只有积累到一

定程度才会成功。我们应该摒弃天上掉馅饼的思想，脚踏实地地过

好每一天。）

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第二章 随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容 2.1 随机变量及其分布（2） 时间 2021 年 月 日 7、8节

教学目标 掌握连续型随机变量的定义、密度函数、分布函数及其性质；

思政目标

在讲连续型随机变量的概率时,对学生进行思政教育。有些事情

对我们人生的目标不会产生影响,我们一定要学会抓大放小,对于自

己人生目标不重要的事情可以忽略。

重点难点

教学重点：连续型随机变量密度函数、分布函数的关系及其性

质。

教学难点：连续型随机变量密度函数、分布函数性质的应用。

教学要求

1.掌握连续型随机变量的定义、密度函数及其性质.

2.对学生进行思政教育，对于自己人生目标不重要的事情可以

忽略.

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习，启发式与提问式相结合等

授课方式 传统板书与多媒体课件辅助教学相结合.

练 习

作 业
习题 2-1 第 8、9、10、13、14、17 题.

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出

版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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-、导入

例 半径为 2 米的圆盘，设击中靶上任一同心圆盘上的点的概率与

该圆盘的面积成正比，并设射击都能中靶，以 X 表示弹着点与圆心

的距离. 试求随机变量 X的分布函数.

解：1） 若 0x  则 { }X x 是不可能事件，于是

( ) { } ( ) 0F x P X x P    

2)若 2x  , 则 { }X x 是必然事件，于是

( ) { } 1F x P X x  

1.连续型随机变量及其概率密度

定义 如果对随机变量 X 的分布函数 )(xF ,存在非负函数 )(xf ,

使得对于任意实数 x有 ( ) { } ( )
x

F x P X x f t dt


    则称 X 为连

续型随机变量, 称 )(xf 为 X 的概率密度函数,简称为概率密度或密

度函数.

概率密度 )(xf 性质：

(1)非负性 ( ) 0f x 

(2)正则性 ( ) 1f x dx





以上两条是判定一个函数是否为某个随机变量的密度函数的充

要条件.

关于概率密度的说明

(3)对一个连续型随机变量 X ,若已知其密度函数 )(xf ,则根据

定义,可求得其分布函数 )(xF , 同时, 还可求得 X 的取值落在任意

区间 ],( ba 上的概率:
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(4)连续型随机变量 X 取任一指定值 0 0( )x x R 的概率为 0.

 0 0P X x 

因     0

0
0 0 0

0 0
lim lim ( ) 0

x

x xx x
P X x P x x X x f x dx

     
       

注： 概率为 0的事件不一定是不可能事件.同样，概率为 1的事件

也不一定是必然事件。

从而

{ } { } { } { } ( )
b

a
P a X b P a X b P a X b P a X b f x dx         ＝ ＝ ＝

（对学生进行思政教育。有些事情对我们人生的目标不会产生影响,

我们一定要学会抓大放小,对于自己人生目标不重要的事情可以忽

略。）

例 1:设连续型随机变量 X 具有概率密度

 
1 0 2

0
kx x

f x
  

 
 其它

(1)确定常数 k ,(2)求 X 的分布函数  F x ,(3)
3 5{ }.
2 2

P X 

解(1)由密度函数的性质   1f x dx




 得
2

0
( 1) 1,kx dx 

解得：
1
2

k   .

X 的概率密度为：

 
1 1 0 2
2

0

x x
f x

    
 其它

(2)X 的分布函数

  2

0, 0
1 , 0 2,
4

1 2

x

F x x x x

x


    




(3)
3 5{ }
2 2

P X  25 3 1 3 3 1( ) ( ) 1 [ .( ) ]
2 2 4 2 2 16

F F      
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例 2. 某电子元器件的寿命为 X ，其密度为

  2

1000 , 1000,

0,

x
f x x

  
 其它.

各个元件的工作是独立的，问：

（1）任取一只，其寿命大于 1500 小时的概率是多少？

（2）任取 4只，4只寿命都大于 1500 小时的概率是多少？

（3）任取 4只，4只中至少一只寿命大于 1500 小时的概率是多少？

（4）若已知一只寿命大于 1500 小时，则该元件的寿命大于 2000

小时的概率是多少？

解：（1）
3
21000)()1500(

1500
2

1500

 


dt
t

dttpXP

（2）

81
16

3
2

)]1500([)1500,1500,1500,1500(
4

4
14321









 XPXXXXP

（3）

1 2 3 41 ( 1500, 1500, 1500, 1500)P P X X X X     

4
4

1
1 801 [ ( 1500)] 1 .
3 81

P X        
 

（4）记 }2000{},1500{  XBXA ，则

所以

.
4
3

32
21

)(
)(

)(
)()( 

AP
BP

AP
ABPABP

注意在计算过程中，针对连续型随机变量，一个点的概率质量

认定为 0.

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第二章 随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容 2.2 随机变量的数学期望 时间 2021 年 月 日 7、8节

教学目标

会应用期望的定义计算随机变量的数学期望；掌握随机变量数

学期望的性质，并且能运用其进行随机变量的计算；掌握随机变量

函数的数学期望，并且可以应用其计算随机变量函数的数学期望。

思政目标

在引入里，让学生一定要远离赌博，养成良好的生活习惯。

在讲解”血液普查”例题时,结合当前的疫情,讲解我国以人为

本的清零政策.培养学生的爱国主义精神,培养学生作为中国人的自

豪感。

在讲解彩票中奖率的例题时,让学生明白彩票的中奖率是很低

的，偶而买几注可以,不能异想天开.做事情还得脚踏实地,一步一个

脚印去做,才能取得成功.

重点难点

教学重点：随机变量数学期望、随机变量函数的数学期望的计

算，随机变量数学期望的性质。

教学难点：随机变量函数的数学期望的计算。

教学要求

1.会应用期望的定义计算随机变量的数学期望；

2.掌握随机变量数学期望的性质，并且能运用其进行随机变量

的计算；

3.掌握随机变量函数的数学期望；

4.对学生进行思政教育，对其讲解赌博的坏处，让学生远离不

良的生活习惯。

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习，启发式与提问式相结合等

授课方式 传统板书与多媒体课件辅助教学相结合.

练 习

作 业
习题 1-1 第 1 题的（1），第 2题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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-、导入

“期望”在我们日常生活中常指有根据的希望，在概率论中，它源于历

史上一个著名的分赌本问题：

例 2.2.1（分赌本问题） 17 世纪中叶，一位赌徒向法国数学家帕斯卡

（1623-1662）提出一个使他苦恼很久的分赌本问题：甲、乙两赌徒赌技相

同，各出赌注 50 法郎，每局中无平局.他们约定，谁先赢三局则得到全

部 100 法郎的赌本.当甲赢了两局，乙赢了一局时，因故要中止赌博，现问

这 100 法郎如何分才算公平？

（让学生进行讨论）

（让学生一定要远离赌博，养成良好的生活习惯）

二、讲解

帕斯卡给出了一下的分配方案：

对于甲来说，可能出现的情况如下：

(甲赢 甲赢) (甲赢 乙赢) (乙赢 甲赢) (乙赢 乙赢)

设甲赢得的赌本为 X ，则 X 的分布为

X 0 100

p 0.25 0.75
所以甲分得的赌本为

7575.010025.002211  pxpx （元）

乙分得的赌本为 25 元.

定义 2.2.1 对于离散的随机变量

( ) ( ) ( 1, 2, )i i iP X x p p x i    

如果

1
| | ( )i i

i
x p x





 

那么称
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1
( ) ( )i i

i
E X x p x







为随机变量 X的数学期望(mathematical expectation).或该分布的数学期

望，简称期望或均值.

若级数
1
| | ( )i i

i
x p x




 不收敛,则称 X的期望不存在.

定义 2.2.2 设随机变量 X的密度函数为 ( )Xp x
.

如果

| | ( )Xx p x dx



 

那么称

( ) ( )XE X xp x dx



 

为随机变量 X 的数学期望.或该分布的数学期望，简称期望或均值.否

则称 X的期望不存在.

期望是均值，也可以理解为重心。

例 2.2.2 在一个人数为 N的人群中普查某种疾病，为此要抽验 N个人

的血。如果将每个人的血分别检验，则共需检验 N次，为了能减少工作量，

一位统计学家提出一种方法：按 k个人一组进行分组，把同组人的血样混

合后检验，如果这种混合血样呈现阴性反应，说明这 k个人只需要检验一

次就够了；如果这种混合血样呈现阳性反应，说明这 k个人中至少有一个

人的血呈现阳性反应，则再对此 k个分别进行检验.假设该疾病的的发病率

为 p，且每人是否得此疾病相互独立.试问这种方法能否实现减少平均检验

次数？

解： 令 X=“该人群中每个人需要验血的次数”，则 X的分布列为

适当选择 K可以保证

1 1( ) (1 ) (1 )[1 (1 ) ]k kE X p p
k k

     

X 1 k 1 1 k

P (1 ) kp 1 (1 ) kp 
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1 1(1 ) (11 ) )11 (k kkpp p
k kk

     

11 (1 )kp
k

   
.

由此可知，只要适当选择 k，就可减少验血次数，而且可适当选择 k

使验血次数达到最小. 如当 p=0.1 时，有

(结合当前的疫情,讲解我国以人为本的清零政策.培养学生的爱国主
义精神,培养学生作为中国人的自豪感。)

例 2.2.3 每张彩票售价 5元，出售 100 万张，摇奖摇 6个号码，开奖规则

如下：

（1）最后一位相同者获得六等奖，奖金 10 元。

（2）最后两位相同者获得五等奖，奖金 50 元。

（3）最后三位相同者获得四等奖，奖金 500 元。

（4）最后四位相同者获得三等奖，奖金 5000 元。

（5）最后五位相同者获得二等奖，奖金 50000 元。

（6）最后六位相同者获得一等奖，奖金 500000 元。

解：设 X 为中奖金额，则 X 的分布如下：

X 500000 50000 5000 500 50 10 0

p 0.000001 0.000009 0.00009 0.0009 0.009 0.09 0.9

彩票机构的收益为 )(180320500 万元

（结合例题的解释,让学生明白彩票的中奖率是很低的，偶而买几注可

以,不能异想天开.做事情还得脚踏实地,一步一个脚印去做,才能取得成

功.）

k

( )E X 0.690 0.604 0.594 0.610 0.695 0.751 0.991 0.994 1.0016

2 3 4 5 8 10 30 33 34



教

学

流

程

例 2.2.4 设 ),(~ baUX ，求 )(XE

解：


 


.0

,1
)(

其他

bxaab
xp

( ) .
2

b

a

x a bE X dx
b a


 


2.2.3 数学期望的性质

例 2.2.6 已知随机变量的分布列如下：

X 2 1 0 1 2

p 0.2 0.1 0.1 0.3 0.3

求 22Y X Z X  ， 的分布.

解：

2 XY 0 1 2 3 4

p 0.2 0.1 0.1 0.3 0.3

2XZ  4 1 0 1 4

p 0.2 0.1 0.1 0.3 0.3

合并为

2XZ  0 1 4

p 0.1 0.4 0.5

在计算相关问题的时候，注意

)( ii xgx与 对应的点概率质量均为 )( ixp

)(xgx与 对应的点概率质量均为 dxxp )(

所以函数的数学期望定义为：

性质 2.2.1 若 c是常数，则 ( ) .E c c

性质 2.2.2 若 a是常数，则 ( ) ( ) .E aX b aE X b  

性质 2.2.3

)][()]([)]()([ 2121 XgXgEXgXgE 
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例 2.2.5 一民航客车载有 20 位旅客自机场开出旅客有 10 车站可以下车，

如到达一个车站没有旅客下车就不停车.以 X表示停车的次数，求该客车的

平均停车次数.（假设每位旅客在各个车站下车是等可能的，并设各旅客是

否下车相互独立）.

解 令 Xi=“第 i个车站停车的次数”i=1,2,则

20~ (1,1 0.9 ),iX b  1 2 10X X X X   

1 2 10( ) ( )E X E X X X    1 2 10( ) ( ) ( )E X E X E X   

20 20 20(1 0.9 ) (1 0.9 ) (1 0.9 )      

20 20 2010(1 0.9 ) (1 0.9 ) (1 0.9 )=8.784.      

定理 2.2.1 若随机变量 X 的分布用分布列 ( )iP x 或用密度函数 ( )p x 表示，

则 X 的某一函数 ( )g X 的数学期望为

  1
( ) ( ),

( )
( ) ( ) , .

i i
i
g x p x

E g X
g x p x dx












 







在离散场合；

在连续场合

定理的重要性在于，求 ( )E Y 时不必算出Y的概率分布了.

例 2.2.6 已知随机变量的分布列如下：

求 Y=X
2
的数学期望.

解： Y=X
2
的分布列为

例 2.2.7 某公司经销某种原料，历史资料表明：该原料的市场需求量 X(单

位:吨)服从(300,500)上的均匀分布.每出售一顿该原料，公司可获利润

1.5(万元)；若积压 1吨，则公司损失 0.5(万元).问公司应该组织多少货源，

X -2 -1 0 1 2

P 0.2 0.1 0.1 0.3 0.3

X -2 -1 0 1 2

Y=X2 4 1 0 1 4

P 0.2 0.1 0.1 0.3 0.3
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可使平均收益最大？

解:设组织货源为 a吨，则获利为

即








.5.02
,,5.1

)(
aXaX
aXa

Xg
若

若

则平均利润为

( ) [ ( )]E Y E g X (( ) )X dxg x f x



 

500

300

1 1(2 0.5 ) 1.5
200 200

a

a
x a dx a dx     

2 21 ( 900 300 )
200

a a   

故当 450a 吨时，平均收益 )(XE 最大。

教

学

后

记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第二章 随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容
2.3 随机变量的方差

与标准差
时间 2021 年 月 日 7、8节

教学目标

了解引入随机变量的方差与标准差的原因；掌握随机变量的方

差与标准差的定义及计算方法；掌握随机变量方差的性质；掌握切

比雪夫不等式。

思政目标

在讲随机变量方差的含义时，对学生进行思政教育，让学生向

自己的人生目标前进，不要被眼前的小利益所迷惑，一定要保持定

力。

结合投资的例题,对学生进行思政教育，在定目标时,一定在符

合实际,不能好高骛远.既要目标的远大,又要考虑实现的可能性。

重点难点
教学重点：随机变量方差与标准差的计算及性质。

教学难点：切比雪夫不等式的证明。

教学要求

1.了解引入随机变量的方差与标准差的原因；

2.掌握随机变量的方差与标准差的定义及计算方法；

3.掌握随机变量方差的性质；

4.掌握切比雪夫不等式。

5.对学生进行思政教育，让学生向自己的人生目标前进，不要

被眼前的小利益所迷惑，一定要保持定力.

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习，启发式与提问式相结合等

授课方式 传统板书与多媒体课件辅助教学相结合.

练 习

作 业
习题 2-3 第 3、5、14、18、20 题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出

版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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-、导入

随机变量X的数学期望 ( )E X 是一种位置特征数，它刻画了 X 的

取值在 ( )E X 周围波动，但这个位置特征数无法反映出 X取值的“波

动”大小.譬如，已知 X 与Y的分布列分别为

则 ( ) ( ) 0E X E Y  ，但Y的取值波动要比 X 的取值波动大.

方差与标准差正是度量此种波动大小的两个特征数.

（结合方差的实际应用,特别是表示波动、风险时,对学生进行

思政教育，让学生向自己的人生目标前进，不要被眼前的小利益所

迷惑，一定要保持定力.）

二、讲解

随机变量的数学期望是对随机变量取值水平的综合评价, 而随

机变量取值的稳定性是判断随机现象性质的另一个十分重要的指

标.

如：甲、乙两人射击， X：甲击中的环数；Y：乙击中的环数；

与平均环数的偏离程度不同在实际问题中常关心随机变量与均值

的偏离程度，可用 { ( )}E X E X 表示，但不方便；所以通常用

2{[ ( )] }E X E X 来度量随机变量 X 与其均值 ( )E X 的偏离程度。

一、 方差的定义

1 定义 1 设 X 是一个随机变量, 若 2)]([( XEXE  存在,则称它为

X 的方差, 记为 .)]([)( 2XEXEXD 

方差的算术平方根 )(XD 称为标准差或均方差, 它与 X 具有相

同的度量单位, 在实际应用中经常使用.

2 方差刻划了随机变量 X 的取值与数学期望的偏离程度,它的大小

X -1 0 1

P 1/3 1/3 1/3

Y -100 0 100

P 1/3 1/3 1/3
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可以衡量随机变量取值的稳定性.

从方差的定义易见:

(1)若 X 的取值比较集中,则方差较小;

(2)若 X 的取值比较分散,则方差较大;

二、 方差的计算

1 若 X 是离散型随机变量,且其概率分布为 ,2,1,}{  ipxXP ii

则 ;)]([)(
1

2





i

ii pXExXD

2 若 X 是连续型随机变量,且其概率密度为 ),(xf

则 2( ) [ ( )] ( ) .D X x E X f x dx



 

3 方差的简化公式:
22 )]([)()( XEXEXD  .

证明： 2( ) [ ( )]Var X E X E X 

2 2[ 2 ( ) ( )]E X XE X E X   2 2( ) 2 ( ) ( ) ( )E X E X E X E X   

2 2( ) ( )E X E X 

4 设随机变量 X 具有数学期望 ,)( XE 方差 .0)( 2 XD

称 * XX 



 为 X的标准化变量.

即




XX * 的数学期望为 0,方差为 1.

例 2.3.2 某人有一笔资金，可投入房地产和商业，其收益都与

市场状态有关.若把未来市场分为好、中、差三个等级，其发生的概

率分别为 0.2,0.7,0.1.通过调查该投资者认为投资于房地产的收

益 X (万元)和投资于商业的收益Y (万元)的分布分别为

X 11 3 3

p 0.2 0.7 0.1

Y 6 4 1

p 0.2 0.7 0.1
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试问：如何投资较好？

解：我们先考察数学期望（单位：元）

( ) 11 0.2 3 0.7 ( 3) 0.1 4.0E X         ，

( ) 6 0.2 4 0.7 ( 1) 0.1 3.9 .E Y        

从平均收益看，投资房地产收益大，可比投资商业多收益 0.1 万元.下面我们

再来计算它们各自的方差

4.151.0)43(7.0)43(2.0)411()( 222 XVar

29.31.0)9.31(7.0)9.34(2.0)9.36()( 222 YVar

标准差

( ) 15.4 3.92 ( ) 3.29 1.81.X Y    ，

两项目平均收益相差不大，但房地产的标准差大，故风险大，

商业的标准差小风险相对较小，故投资商业项目更好.

（在定目标时,一定在符合实际,不能好高骛远.既要目标的远

大,又要考虑实现的可能性）

三、方差的性质

1.设C常数, 则 0)( CD ;

证明： 2( ) [ ( )]Var c E c E c  2( )E c c  0.

2.若 X 是随机变量, 若C是常数, 则 2( ) ( );D aX b a D X 

证明：
2( ) [( ) ( )]D aX b E aX b E aX b    

  2
( )E a X E X   

2 2[ ( )]a E X E X  2 ( ).a D X

例 1:设随机变量 1 2 3, ,X X X 相互独立,且都服从参数为  的指数分

布,而Y是 1 2 3, ,X X X 的算术平均值,求 2( ).E Y

解:因 ~ ( ), 1, 2,3iX i   ,故 ( ) , ( )i iE X D X  
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所以  1 2 3
1 2 3

1( ) ( ) ( ) ( )
3 3

X X X
E Y E E X E X E X 

       
 

例 2 设活塞的直径（以 cm 计） 2~ (22.40,0.03 )X N ,气缸的直径

2~ (22.50,0.04 )Y N ， YX , 相互独立, 任取一只活塞,任取一只气缸,

求活塞能装入气缸的概率.

解 按题意需求 }.0{}{  YXPYXP

由于 ~ ( 0.10, 0.0025),X Y N 

故有

练 习 1: 设 连 续 型 随 机 变 量 X 的 密 度 函 数 为 :

2 ,     [0,  1],
( )

0,       [0,  1].
x x

f x
x


  

求 ( )D X .

解：
2

2 2 2( ) ( ) [ ( )] ( ) ( )D X E X E X x f x dx xf x dx
 

 

        

2:设随机变量 X 和 Y 相互独立，且 ~ (1,2)X N , ~ (0,1)Y N .求

2 3Z X Y   的概率密度

解: 由 ~ (1,2)X N , ~ (0,1)Y N ，且 X 和Y相互独立

知 2 3Z X Y   服从正态分布，且 ( ) 2 ( ) ( ) 3 5E Z E X E Y    .

( ) 4 ( ) ( ) 9D Z D X D Y   故， ~ (5,9)Z N

Z 的概率密度为

2( 5)
181( ) ,     

3 2

z

Zf z e z





    

3：设随机变量 X 服从参数为 1的指数分布，求 2( )XE X e

解： X 的密度函数为
,   ( 0)

( )
  0,   ( 0)

xe x
f x

x

 
 


( ) 1E X 

所以 2 2( ) ( ) ( )X XE X e E X E e   
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又 2 2( ) ( )X XE e e f x dx
 


  3

0

1
3

xe dx
  

所以 2 4( )
3

XE X e 

2.3.3 切比雪夫不等式

定理 2.3.1 设随机变量 X 的期望与方差都存在，则

  2

)()(


 XVarXEXP 

证明：设 X 是连续的随机变量， )(xp 为密度函数. 记 aXE )( ，

则

| |

(| | ) ( )
x

P X p x dx
 

 
 

   

2

2

( ) 1x 





2

2
| |

( ) ( )
x

x p x dx
 


 


  22

1
( ) ( )x p x dx





  2

( ) .Var X




在概率论中，事件 | ( ) |X E X   称为大偏差，切比雪夫不

等式给出了大偏差发生概率的上界，这个上界与方差成正比，方差

越大上界也越大.

定理 2.3.2 设随机变量 X 的方差存在，则 0)( XVar 的充要条件为

X 几乎处处等于常数a,即 1)(  aXP .

证明：充分性显然，下证明必要性，设 0)( XVar ，这时

( )E X 存在，由于

 
1

1| ( ) | 0 {| ( ) | }
n

X E X X E X
n





    
于是

 
1

1| ( ) | 0 ( {| ( ) | })




    
n

P X E X P X E X
n
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1

1(| ( ) | )
n
P X E X

n





  

2
1

( ) 0.
(1 )n

D X
n





 

则   10)(  XEXP ，即 1))((  XEXP .

取 )(XEa 
，必要性得证.

因 ( )E X C ，性质5说明，当方差为零时，随机变量以概率1

集中在数学期望这一点上，即方差等于零的随机变量与以概率1

等于常数的随机变量是一样的．它进一步说明方差是度量随机变

量与它的数学期望的偏离程度的指标．

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第二章 随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容 2.4 常用离散分布 时间 2021 年 月 日 7、8节

教学目标

掌握 0-1 分布、二项分布、泊松分布、几何分布、超几何分布、

负二项分布的分布列及数学期望与方差；会应用以上分布处理现实

的问题。

思政目标
结合例子做思政教育：做人事情都应该脚踏实地，不能偷奸耍

滑，那样是很难成功的。即使成功了，也很容易再衰败

重点难点

教学重点：掌握 0-1 分布、二项分布、泊松分布、几何分布、

超几何分布、负二项分布的分布列及数学期望与方差。

教学难点：以上分布的数学期望与方差的计算。

教学要求

1.掌握 0-1 分布、二项分布、泊松分布、几何分布、超几何分

布、负二项分布的分布列；

2.掌握以上分布的数学期望与方差；

3.会应用以上分布处理现实的问题。

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习，启发式与提问式相结合等

授课方式 传统板书与多媒体课件辅助教学相结合.

练 习

作 业
习题 2-4 第 3、5、15、20 题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出

版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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-、导入

1 0-1 分布或两点分布 或 伯努利分布．

如果随机变量 X 的分布律为    0 1 1P X p P X p    ，

或      1 0,1,0 1n kkP X k p p k p     

则称随机变量 X 服从参数为 p的 0-1 分布或两点分布

或

2.二项分布

如果随机变量 X 的分布律为

     1 0 1n kk k
nP X k C p p k n    ， ， ，

   ~X n p X b n p则称随机变量 服从参数为 ， 的二项分布，记作 ，

注：(1) { } 0, 0,1,2P X k k n    ．

(2)  
0

{ } 1 ( 1 ) 1
n

n kk k n
n

k
P X k C p p p p






       
k=0

显然，当 1n  时  ~ 1X b p，

说明，贝努里分布是二项分布的一个特例．

例2 射手射击一枪命中的概率是
3
4
，求射手射击6枪中恰好命中

( 0,1, 2 6)k k   枪的概率．

解:我们将射手射击一枪看成一次试验，独立射击6枪相当于做6重伯

努利

试验．记 X 为陆次射击命中的次数，则 X 是一个随机变量，且

3~ (6, )
4

X b

因此    6
6 6

3 1( ) ( ) ( ) 0 1 6
4 4

k k kP k P X k C k    ， ， ，

例3 某人进行射击，每次射击的命中率为，独立射击5000次，求命

中一次以上的概率．

解：将一次射击看成一次试验，设击中的次数为X，则

章节（单元）教案
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~ (5000,0.001)X b

X 的概率分布为

于是所求概率

例 一张考卷上有 5道选择题，每道题列出 4 个可能答案，其

中只有一个答案是正确的．某学生靠猜测至少能答对 4 道题的概率

是多少？

解：每答一道题相当于做一次贝努利试验，

    1
4

A P A 答对一道题 ，则 ,

则答 5道题相当于做 5重贝努里试验．

设 X 表示学生靠猜测能答对的题数,则 1~ 5
4

X b 
 
 
， ．

（对学生进行思政教育：做人事情都应该脚踏实地，不能偷奸耍滑，

那样是很难成功的。即使成功了，也很容易再衰败）

3 泊松分布：

如果随机变量 X 的分布律为

( ) ( 0, 0,1, 2, )
!

k

P X k e k
k

     

则称随机变量 X 服从参数为λ的泊松分布 ~ ( )X  记为

注: (1) { } 0, 0,1,2P X k k   

(2)
0 0

{ } 1
! !

k k

k k

P X k e e e e
k k

      
  

 

      
k=0

泊松分布的应用

（1）泊松分布是概率论中最重要的几个分布之一. 实际问题中许

多随机现象都服从或近似服从泊松分布. 泊松分布是概率论中重要

的分布之一．

（2）自然界及工程技术中的许多随机指标都服从泊松分布．

（3）例如，可以证明，电话总机在某一时间间隔内收到的呼叫次

数，放射物在某一时间间隔内发射的粒子数，容器在某一时间间隔
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内产生的细菌数，某一时间间隔内来到某服务台要求服务的人数，

等等，在一定条件下，都是服从泊松分布的．

例 4:某一城市每天发生火灾的次数 X 服从参数 8.0 的泊松分

布, 求该城市一天内发生 3次或 3次以上火灾的概率.

解: 由概率的性质, 得

4 二项分布的泊松近似

定理 1 (泊松定理) 在 n重伯努利试验中, 事件 A在每次试验中发

生的概率为 np (注意这与试验的次数 n 有关), 如果 n 时,

nnp ( 0 为常数), 则对任意给定的 k , 有

 


 e
k

pnkb
k

nn !
),,(lim .

证： n nnp 令： ，对于固定的 k，有

所以

 lim 1 n kk k
n n nn

C p p 




1 2 1lim 1 1 1 1
!

n kk
n n

n

k
k n n n n
  



                      


泊松定理的应用

当 20, 0.05n p  时近似效果颇佳, 当 100, 0.05n np  时近似

效果更好,

例5 为保证设备正常工作，需要配备一些维修工，如果各台设备发

生故障

是相互独立的，且每台设备发生故障的概率都是．试在以下各情况

下，求设备发生故障而不能及时维修的概率．

（1）一名维修工负责贰拾台设备；

（2）3名维修工负责90台设备．

解:（1）以X表示20台设备中同时发生故障的台数，则 (20,0.01)X b

以 20 0.01 0.2np     为参数的泊松分布作近似计算，

得
0.21

0

0.2{ 1} 1 { 1} 1 0.0175
1

k

k

eP X P X
k





      
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（2）以Y表示90台设备中同时发生故障的台数，则

(90,0.01)Y b ．以参

数 90 0.01 0.9np     的泊松分布作近似计算，得所求概率

为

练习 1 设随机变量 X 服从参数为λ的 Poisson 分布，且已知

   1 2P X P X    4P X 试求

解： 随机变量 X 的分布律为

   0 1 2
!

k

P X k e k
k

    ， ， ，

由已知    1 2P X P X   得
1 2

1! 2!
e e    ， 2 

所以  
4

224
4!

P X e  22
3
e

练习 2 为了保证设备正常工作，需配备适量的维修工人，现有

同类型设备 300 台各台工作是相互独立的，发生故障的概率都是 .

在通常情况下，一台设备的故障可有一人来处理. 问至少需配备多

少工人，才能保证当设备发生故障但不能及时维修的概率小于

解：设需配备 N 人，记同一时刻发生故障的设备台数为 X ，

则 X～b(300，），需要确定最小的 N 的取值，使得：

{ } 0.01P X N 

查表可知，满足上式的最小的 N 是 8 , 因此至少需配备 8 个

工人。

练习 3 设有 80 台同类型的设备，各台工作是相互独立的，发生

故障的概率都是 ，且一台设备的故障能由一个人处理.考虑两种配

备维修工人的方法：

其一，由 4人维护，每人负责 20 台

其二，由 3 人,共同维护 80 台.

试比较这两种方法在设备发生故障时不能及时维修的概率的大小.
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解：按第一种方法. 以 X 记 “第 1 人负责的 20 台中同一时刻

发生故障的台数”，则 X ～B(20，）.

以 Ai 表示事件 “第 i 人负责的台中发生故障不能及时维修”，

则 80 台中发生故障而不能及时维修的概率为：

按第二种方法.

以 Y 记 80 台中同一时刻发生故障的台数， 则 Y～B(80，）.

故 80 台中发生故障而不能及时维修的概率为：

第二种方法中发生故障而不能及时维修的概率小，且维修工人减少

一人。运用概率论讨论国民经济问题，可以有效地使用人力、物力

资源。

其他的分布

2.4.3 超几何分布

设有 N件产品，其中 M个次品，不放回抽取 n件，求有 k件次品的

概率.

2.4.4 几何分布与负二项分布

几何分布

某射击运动员，每枪击中的概率为p,求第k枪首次击中的概率.

解：设 X 表示首次击中

1{ } (1 ) .kP X k p p  

负二项分布

某射击运动员，每枪击中的概率为 p,求第 r枪击中的时，总共

射击了 k发子弹的概率.

例：第 3枪击中的时候，共射出了 4发子弹的概率

1 2 3 4

× √ √ √

√ × √ √

√ √ × √

第 r枪击中的时，总共射击了 k发子弹的概率.
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解：设 X 表示第 r枪击中的时，总共射击了 k发子弹.

1
1{ } (1 ) .r k r r

kP X k C p p 
  

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第二章 随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容 2.5 常用连续分布（1） 时间 2021 年 月 日 7、8节

教学目标

掌握正态分布的密度函数；掌握正态分布的数学期望和方差；

会对一般正态分布进行标准化；会应用正态分布分布处理现实的问

题。

思政目标
对高斯进行简介，培养学生的理想主义精神，使学生树立远大

的目标，并持之不移地向目标奋斗。

重点难点

教学重点：正态分布的密度函数、期望和方差、正态分布的标

准化。

教学难点：正态分布各个性质的推导。

教学要求

1.掌握正态分布的密度函数；

2.掌握正态分布的数学期望和方差；

3.会对一般正态分布进行标准化；

4.会应用正态分布处理现实的问题。

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习，启发式与提问式相结合等

授课方式 传统板书与多媒体课件辅助教学相结合.

练 习

作 业
习题 1-1 第 1 题的（1），第 2题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出

版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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-、导入

正态分布是概率论中最重要的连续型分布, 在十九世纪前叶由

高斯加以推广, 故又常称为高斯分布.

（对高斯进行简介，培养学生的理想主义精神，使学生树立远大

的目标，并持之不移地向目标奋斗）

一般来说，一个随机变量如果受到许多随机因素的影响，而其中

每一个因素都不起主导作用（作用微小），则它服从正态分布. 这

是正态分布在实践中得以广泛应用的原因. 例如, 产品的质量指

标, 元件的尺寸, 某地区成年男子的身高、体重, 测量误差, 射击

目标的水平或垂直偏差, 信号噪声、农作物的产量等等, 都服从或

近似服从正态分布.

1）定义 若随机变量 X 的概率密度为

.,
2
1)( 2

2

2
)(





xexf

x





其中  和 )0(  都是常数, 则称 X 服从参数为 和 2 的正态分布.

记为 ).,(~ 2NX

2)正态分布密度函数的图形性质:

3) 正态分布的分布函数：

4、标准正态分布

0
x

1
( )F x
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定义 5 正态分布当 1,0   时称为标准正态分布, 此时, 其密度

函数和分布函数常用 )(x 和 )(x 表示:

2 2

2 21 1( ) , ; ( ) ,
2 2

x tt
x e x R x e dt t R

 
 


    

标准正态分布的重要性在于, 任何一个一般的正态分布都可以

通过线性变换转化为标准正态分布.

5、定理 设 ),,(~ 2NX 则 ).1,0(~ NXY





证：     { }XF y P Y y P y



    { }P X y   

6 定理： 2~ ( , ), ( ) xX N F x  

   

 
如果 分布函数 ，对任意区

间[ , ]a b

有 ( ) ( ) ( )b aP a X b  
 
 

    

7、标准正态分布表的使用：

（1）表中给出了 0x 时 )(x 的数值, 当 0x 时, 利用正态分

布的对称性,有 );(1)( xx 

（2） 若 ),1,0(~ NX 则 );()(}{ abbXaP 

（3）若 ),(~ 2NX , 则 ),1,0(~ NXY





故 X 的分布函数

例 4 设 )4,1(~ NX , 求 (1). {0 1.6}, (2) {| 1 | 2}P X P X   

(3) { 2.3}P X 

解 这里 ,1 ,2 故

例 5 设 2( , )X N   求 { }P k X k       , 1,2,3k 

解： { } { }XP k X k P k k   



       

( ) ( ) 2 ( ) 1k k k      
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则有 { 3 } 1 { 3 } 0.0026 0.003P X P X          

X 的取值几乎都落入以为中心，以 3为半径的区间内。称为3 准则

例6 公共汽车门的高度是按男子与车门顶碰头的机会在以下设计

的，设男子身高 X （单位：cm）服从正态分布 2(170,6 )N ，问车门

高度为多少?

解:设公共汽车门的高度为 h cm，由题设要求 { } 0.01P X h  ．而

{ } 1 { } 1P X h P X h     即
170 0.99
6

h    
 

．

查附表3得 (2.33) 0.9902 0.99   ．故
170 2.33
6

h 
 ,则 183.98h 

故车门的高度超过183.98cm时，男子与车门碰头的机会小于

练习 1 设某项竞赛成绩 ~ (65,100)X N ，若按参赛人数的 10%发奖，

问获奖分数线应定为多少

解 设获奖分数线为 ,0x 则求使 1.0}{ 0  xXP 成立的 .0x

即 ,9.0
10

650 






 


x
查表得 ,29.1

10
650 

x
解得 ,9.770 x

故分数线可定为 78 分.

练习 2将一温度调节器放置在贮存着某种液体的容器 内，调节器整定

在 d℃，液体的温度 X（以℃计）是一个随机变量，且 )5.0,(~ 2dNX

(1) 若 09d ℃，求 X 小于 89℃ 的概率；

(2) 若要求保持液体的温度至少为 80℃的概率不低于，问 d至

少为多少

解 (1) 所求概率为

(2) 按题意需求 d满足

即 )325.2(199.01
5.0

80







 


d ),325.2(

亦即 ,325.2
5.0

80


 d
故需 .1635.81d

8、标准正态分布的数学期望与方差：
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若 )1,0(~ NX ，求 ).(),( XVarXE

0
2
1)()( 2

2

 









dxexdxxxpXE
x



1

2
1)(

2
1))((

2
1

2
1)()]([)(

22'2

222

222

2



































dxexedxex

dxexdxxpXExXVar

xxx

x





若 ),(~ 2NX ，求 ).(),( XVarXE
2

2
( )

21( ) ( )
2

x

XE X x p x dx x e dx






 

 
    

2

21( )
2

yx

y e dyy
  






 






  




22

2 21
2

1
2

yy

dye dyy e


 
 









 
    

2( ) [ ( )]Var X E X E X 

2

2 21( )
2

x y y

y e dy


 





 






 
2

2
( )

2 21( )
2

x

x e dx









  

2
1

2 22

0

1 12 2 (2 ) 2
22

t
y t

t e t dt


 



2

2 2 21
2

y

y e dy


 


 

2

2 2 2
0

12
2

y

y e dy


 
 

1
2 2

0

2 tt e dt


   2 12
2

1( )
2

   2

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第二章 随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容 2.5 常用连续分布（2） 时间 2021 年 月 日 7、8节

教学目标

掌握指数分布、平均分布的密度函数；掌握指数分布、平均分

布的数学期望和方差；会应用以上分布处理现实的问题。

思政目标

对学生进行思政教育：很多现实中的现象都有不同的表现形式，

不能被事物的表面形象迷惑，要透过现象看本质。要对现象从不同

的角度去看、去分析，不要被用心不良的观点带偏。

重点难点
教学重点：指数分布、平均分布的密度函数，数学期望和方差；

教学难点：指数分布数学期望和方差的推导。

教学要求
1.掌握平均分布的密度函数；

2.掌握指数分布、平均分布的数学期望和方差；

3.会应用以上分布处理现实的问题。

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习，启发式与提问式相结合等

授课方式 传统板书与多媒体课件辅助教学相结合.

练 习

作 业
习题 1-1 第 1 题的（1），第 2题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出

版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。



章节（单元）教案

教

学

流

程

1.指数分布

（1）定义 若随机变量 X 的概率密度为

0
.,0
,0,

)( 


 





 

其它

xe
xf

x

，

则称 X 服从参数为的指数分布.简记为 ).(~ eX

（2）指数分布的分布函数

1 ,       0;
( )

     0  ,         0.

xe x
F x

x

  
 



（3）指数分布的概率密度及分布函数分别如图所示

例 3 某元件的寿命 X 服从指数分布, 已知其参数
1000

1
 ，求 3 个

这样的元件使用 1000 小时, 至少已有一个损坏的概率.

解 由题设知, X 的分布函数为 .
0,0
0,1)( 1000












x
xexF

x

由此得到 }1000{1}1000{  XPXP .)1000(1 1 eF

各元件的寿命是否超过 1000 小时是独立的, 用Y表示三个元件

中使用 1000 小时损坏的元件数, 则 ).1,3(~ 1 ebY

所求概率为 3{ 1000} 1 e .P X   

例2.5.6 如果某设备在任何长为t的时间[0,t]内发生故障的次

数 N(t)服从参数为 t的泊松分布，则相继两次故障之间的时间间隔

T服从参数为的指数分布.

解 因为 ( ) ~ ( )N t P t ，所以

  ( )( ) , 0,1,2,
!

k
ttP N t k e k

k
    

(1)当 0t  时，有 ( ) ( ) 0TF t P T t   .

(2)当 0t  时，有
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( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ( ) 0) 1 .tTF t P T t P T t P N t e          

于是 ~ ( )T Exp t .

2.均匀分布

（1）定义 若连续型随机变量 X 的概率密度为

1 , ,
( )

0, .

a x b
f x b a

   
 其他

则称 X 在区间 ),( ba 上服从均匀分布, ),(~ baUX .

（2）均匀分布的分布函数

若随机变量 X服从在[a,b]上的均匀分布，

则分布函数为  

0

1

x a
x aF x a x b
b a

b x


   




（3）均匀分布的数学期望与方差

( ) .
2

a bE X 


2( )( ) .
12
b aVar X 



例2 已知乘客在某公共汽车站等车的时间 (min)X 服从区间(0,10)

上的均匀分布，求乘客等车时间不超过5(min) 的概率．

解： 由于 ~ (0,10)X U ，所以 X 的概率密度为

1 , 0 10
( ) 10

0,

x
f x

   
 其它

故等车时间不超过5(min) 的概率为


5 5

0

15} ( ) 0.5
10

P X f x dx dx


    
一维指数分布的实质是一维的几何概型。



（思政教育：很多现实中的现象都有不同的表现形式，不能被事物
的表面形象迷惑，要透过现象看本质。要对现象从不同的角度去看、
去分析，不要被用心不良的观点带偏。）

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第二章 随机变量函数及其分布
教学

时数
2

单元内容 2.6 随机变量函数的分布 时间 2021 年 月 日 7、8节

教学目标

掌握离散型随机变量函数的分布律；掌握连续型随机变量函数

的密度函数的常规做法；掌握严格单调的连续型随机变量函数的密

度函数的公式。

思政目标

在引入后，对学生进行思政教育。世界是联系的,不是孤立的,

我们应该用联系的、动态的观念思考问题。比如你数学分析学的差，

概率统计你也学不好。所以我们应该一开始就认真学习，为以后的

学习和工作打下基础。

重点难点
教学重点：连续型随机变量函数的密度函数的常规做法；

教学难点：连续型随机变量函数的密度函数的常规做法。

教学要求

1.掌握离散型随机变量函数的分布律；

2.掌握连续型随机变量函数的密度函数的常规做法；

3.掌握严格单调的连续型随机变量函数的密度函数的公式。

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习，启发式与提问式相结合等

授课方式 传统板书与多媒体课件辅助教学相结合.

练 习

作 业
习题 1-6 第 5、15、20、22 题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。



章节（单元）教案
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程

-、导入

定义 如果存在一个函数 )(Xg , 使得随机变量 YX , 满足:

)(XgY  , 则 称 随 机 变 量 Y 是 随 机 变 量 X 的 函 数 .

 X x Y y g x当 取值 时， 取值 .

(世界是联系的,不是孤立的,我们应该用联系的、动态的观念思考问题。比如

你数学分析学的差，概率统计你也学不好。所以我们应该一开始就认真学习，

为以后的学习和工作打下基础)

注: 由于 X 是随机变量，其取值事先不确定，因此Y的取值也不确

定，也是随机变量．本节主要解决的问题是，已知随机变量 X 的分

布，求其函数 )(XgY  的分布，这里 ( )g  是已知的连续函数．

本节主要研究是随机变量函数的随机性特征, 即由自变量 X 的

统计规律性出发研究因变量Y的统计性规律.

注: 随机变量Y 与 X 的函数关系确定,为从 X 的分布出发导出Y 的

分布提供了可能.

二、 X 是离散型随机变量

例 1:设随机变量 X 的概率分布为
4.01.03.02.0

2101

ip
X 

试求 2)1(  XY 的分布律.

解:Y有可能取的值为0,1,4

{ 1} { 0} { 2} 0.7,P Y P X P X      ,

所以, 2)1(  XY 的分布律为：
0 1 4

0.1 0.7 0.2i

Y
p

求离散型随机变量函数的分布的一种方法：记Y的所有可能取

值为 , 1, 2,iy i  对每个
i
y 来说至少有一个 kx ，使 ( )

i ky g x 成立，
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将所有满足

( )
i ky g x 式子中的 kx 对应的概率 kp 求和，作为事件

{ }, 1,2,iY y i  的概率.

三、 X 是连续型随机变量

设已知 X 的分布函数 )(xFX 或概率密度函数 )(xf X , 则随机变量

函数 )(XgY  的分布函数可按如下方法求得:

例 2 设随机变量 2~ ( , )X N   ,证明 X 的线性函数 baXY  )0( a

也服从正态分布.

证 记 ,X Y 的分布函数为    ,X YF x F y

若 0a  ,

}{)( yYPyFY  { } X
y b y bP aX b y P X F
a a
            

   

将 ( )YF y 对 y求导,得 baXY  的概率密度为

又 X 的概率密度为 ,
2
1)( 2

2

2
)(










x

X exf . x

所以

2 2

22

( ) [ ( )]
2( )21 1 1( ) ,

2 2 ( )

y b
y a ba

a
Yf y e e y

a a

 


  


  


     

若 0a 

对 y求导,得 baXY  的概率密度为

1 1( )Y X X
y b y bf y f f
a a a a
           

   

2 2 2

2 22

( ) [ ( )] [ ( )]
2( ) 2( )21 1 1 1 ,

2 2 ( ) 2

y b
y a b y a ba

a ae e e y
a a a

  
 

    


    

 
    



故 ).)(,(~ 2 abaNbaXY 
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即服从正态分布的随机变量的线性函数仍服从正态分布

特别上例中 ,1


a ,



b 则得 ).1,0(~ NXY





例 3：设随机变量 X 具有概率密度 ( ), ,Xf x x    求 2XY  的

概率密度.

解： , ( ), ( ), ( ).X Y YX Y F x F y Y F y分别记 的分布函数为 先求 的分布函数

(1) 先求 2XY  的分布函数 ( ),YF y

例如,设 X～N(0,1),其概率密度为：

2

21( ) ,
2

x

x e x



    

则 2Y X 的概率密度为：

1
2 21 , 0,

( ) 2
0, 0.

y

Y

y e y
f y

y


 
 

 

定理 1 设随机变量 X 具有概率密度 ),(),( xxf X ,又设 )(xgy 

处处可导且恒有 0)(  xg (或恒有 0)(  xg ), 则 )(XgY  是一个连续

型随机变量,其概率密度为



 


其它,0

|,)(|)([
)(

 yyhyhf
yfY

其中: )(yhx  是 )(xgy  的反函数, min( ( ), ( ))g g    且

max( ( ), ( )).g g   

证明： ' ( ) 0 . ( ) ( , )g x g x  先考虑 的情况此时 在 严格单调增加,它

的反函数 ( )h y 存在且在 ( , )  严格单调增加、可导.分别记 ,X Y 的分

布函数为 ( ), ( )X YF x F y

例 4 设随机变量 X 在 )1,0( 上服从均匀分布, 求 XY e 的概率密度

函数.

解 在区间 (0, 1) 上，函数 ( ) xy g x e  的导数 ( ) 0xg x e  

故 ( )g x 严格单调增加,且 ( )g x 具有反函数 ( ) ln .x h y y 
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又
1( ) , (0) 1, (1)h y g g e
y

   

故
XY e 的概率密度函数

1(ln ) , 1 ,
( )

0, .

X
Y

f y y e
f y y


   


 其他

由已知 X 在 (0,1) 上服从均匀分布，
1, 0 1,

( )
0, .X

x
f x

 
 
 其他

代入 ( )Yf y 的表达式中

1 , 1 ,
( )

0, .
Y

y e
yf y

   
 其他

练习 1 设随机变量 X 的概率密度为
/ 8, 0 4

( )
0,X

x x
f x

 
 
 其它

,求

82  XY 的概率密度.

解：(1) 先求 82  XY 的分布函数 ( )YF y ：

整理得 82  XY 的概率密度为：

8 , 8 16,
( ) 32

0, .
Y

y y
f y

   
 其它

2 设随机变量 X 在 )1,0( 上服从均匀分布, 求 XY ln2 的概率密度

解：在区间 (0,1)上，函数 ln 0x  ，故 2ln 0Y X  

2 0y
x

    ，于是 XY ln2 在区间 (0,1) 上单调下降，有反函

数 / 2( ) .yx h y e 

由前述定理，得

/ 2
/ 2 / 2( )( ) , 0 1,

( )
0, .

y
y y

X
Y

d ef e e
f y dy


 

  

 其他

已知 X 在 (0,1) 上服从均匀分布，
1, 0 1,

( )
0, .X

x
f x

 
 
 其他
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代入 ( )Yf y 的表达式中

/ 2
/ 2 / 2( )( ) , 0 1,

( )
0, .

y
y y

X
Y

d ef e e
f y dy


 

  

 其他

/ 21 , 0,
( ) 2

        0,       .    

y

Y

e y
f y

  
 其他

即Y 服从参数为
1
2
的指数分布。

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第二章 随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容 2.7 分布的其他特征数 时间 2021 年 月 日 7、8节

教学目标

掌握随机变量的 k阶原点矩、k阶中心矩、变异系数的概念，

了解他们之间的关系，了解变异系数的含义；掌握随机变量偏度和

峰度的定义，了解偏度和峰度的含义。

思政目标

在讲完变异系数后,对学生进行思政教育.有些东西是无法进行

直接比较的,所以我们不能盲目的去和别人对比,更不能盲目攀比.

当然我们可以用相对性去比较,比如你某方面不如别人,但你每天都

在进步,并且进步很大.应该感到欣慰,应该继续向目标前进.如果不

如别人也不能自暴自弃.

重点难点

教学重点：随机变量的 k 阶原点矩、k 阶中心矩、变异系数、

偏度、峰度的概念。

教学难点：偏度和峰度的含义。

教学要求
1.掌握随机变量的 k阶原点矩、k阶中心矩、变异系数的概念；

2.了解 k阶原点矩、k阶中心矩之间的关系；

3.掌握随机变量偏度和峰度的定义，了解偏度和峰度的含义；

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习，启发式与提问式相结合等

授课方式 传统板书与多媒体课件辅助教学相结合.

练 习

作 业
习题 2-7 第 2、4、5、题。

参 考

资 料

[1]陈希孺.概率论与数理统计.北京:科学出版社.2002.

[2]李贤平.概率论基础.3 版.北京:高等教育出版社.2010.

[3] 盛骤,谢式千,潘承毅.概率论与数理统计.北京:高等教育出版.2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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-、导入

数学期望和方差是随机变量最重要的两个特征数,此外，随机变

量还有一些其他的特征数.

由于
1| | | | 1k kx x   ，所以若 X 的 k阶矩存在，则 X 的 1k  阶矩

也存在，而低于 k阶的各阶矩都存在.

2.7.1 k阶矩

定义 2.7.1 设 k Z  ，若以下数学期望都存在，则称

（1） X 的 k阶原点矩： ( ), 1, 2,k
k E X k   

（2） X 的 k阶中心矩 ( ( )) , 1, 2,k
kv E X E X k   

（3） X 与 Y的 1k  阶混合原点矩：

( ), ( , 1, 2, )k lE X Y k l  

（4） X 与 Y的 1k  阶混合中心矩：

[( ( )) ( ( ) )], ( , 1, 2, )k lE X E X Y E Y k l   

例 2.7.1 设 ~ (0,2)X N ，则

2 2

22 21( )
2 2

x uk
k k k

k

xu
E X x e dx u e du  

 

  

 


   

（1）当 k为奇数时，有 0, 1,3,5,k k   

(2）当 k为偶数时，有

2
1 1

2 2
0

2 2 2
k k

k z
k

uz
z e dz 



 
 





( 1)!! ( 2, 4, )k k k   

2.7.2 变异系数

方差或标准差反映了随机变量取值的波动程度，但在比较两个

随机变量的波动大小时，如果只看方差或标准差的大小有时会产生

不合理的现象.这有两个原因:

（1）随机变量的取值有量纲，不同量纲的随机变量用其方差或标准
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差去比较它们的波动大小不太合理.

（2）在相同量纲下，取值大小也有一个相对性问题，取值较大的随

机变量的方差或标准差也允许大一些.

所以，比较两个随机变量的波动大小时，在有些场

合下使用变异系数更具有可比性.

定义 2.7.2 设随机变量 X的二阶矩存在，则称

( ) ( )( )
( ) ( )v

Var X XC X
E X E X


 

为 X的变异系数(Coefficient of variation)或标准差率.

因为变异系数是以数学期望为单位去度量随机变量取值的波动

程度的特征数，标准差的量纲与数学期望的量纲是一致的，所以变

异系数是一个无量纲的量，从而消除了量纲对波动的影响.

(有些东西是无法进行直接比较的,所以我们不能盲目的去和别人对

比,更不能盲目攀比.当然我们可以用相对性去比较,比如你某方面

不如别人,但你每天都在进步,并且进步很大.应该感到欣慰,应该继

续向目标前进.如果不如别人也不能自暴自弃.)

定义 2.7.3 设随机变量 X 的前三阶矩存在，则称

3
3

3 2 3 2
2

[ ( )]
[ ( )]s

v E X E X
v Var X

 
 

为 X的偏度系数(Coefficient of skewness)，简称偏度.

偏度 s 是描述分布偏离对称性程度的一个特征数.

定义 2.7.4 设随机变量 X的前三阶矩存在，则称

正偏(右偏)

负偏(左
负偏(左偏)
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4
4
2 2
2

[ ( )] 3
[ ( )]k

v E X E X
v Var X

 
  

为 X的峰度系数(Coefficient of kurtosis)，简称峰度.

峰度 k 是描述分布尖峭程度和(或)尾部粗细的一个特征数.

（1）正态分布 2( , )N   的
2 2

2 4, 3v v  
，
故 0.k 

可见这里谈论的“峰度”不是指密度函数的峰值高低.

（2）令
 

* ( )X E XX
X


 ，则

*4
*4 4

2 *2

( ) 3 ( ) ( )
( )k

E X E X E U
E X

    

上式表明：峰度 k 是相对于正态分布而言的超出量.

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第三章 多维随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容
3.1 多维随机变量及其联合

分布（1）
时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：熟练掌握二维联合分布的计算，常见多维分布。

能力目标：培养学生总结归纳能力和计算能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生爱国主义精神。

重点难点
重点：联合分布列的计算，区域上概率的计算，常见多维分布

难点：联合分布列的计算，区域上概率的计算

教学要求
要求学生掌握二重积分的计算和熟练掌握随机变量分布的相关知

识。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
3.1:1,2,5

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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一、思政导入：9月 25 日，全国人民云接机孟晚舟回家。当新华社

报道“经中国政府不懈努力,当地时间 9月 24 日,孟晚舟女士已经乘

坐中国政府包机离开加拿大,即将回到祖国,并与家人团聚。”全国

人民沸腾了，都感受到祖国的伟大，当晚很多人直播观看飞机实时

轨迹，那么飞机位置的确定有哪些量？（经度，纬度，高度）三维

随机变量。

（说明祖国的强大和祖国对每个公民的爱戴，培养学生的爱国主义

情怀）

多维随机变量的定义：

称�(�) = (�1(�), �2(�), . . . . , ��(�))为 n维随机变量。

定义 3.1.2 称�(�1, �2, . . . . ��) = �(�1 ≤ �1, �2 ≤ �2, . . . . . . . �� ≤
��)为 N维随机变量(�1, �2, . . . . , ��)的联合分布函数。

定理 3.1.1 二维联合分布的性质：

（1）单调性 当�1 < �2时，有�(�1, �) ≤ �(�2, �)
当�1 < �2时，有�(� , �1) ≤ �(� , �2)

（2）有界性 0 ≤ �(� , � ) ≤ 1

�( − ∞, �) = ���
�→−∞

�(�, �) = 0

�(�, − ∞) = ���
�→−∞

�(�, �) = 0

�(∞, ∞) = ���
�,�→∞

�(�, �) = 1

（3）右连续性

�(� + 0, �) = �(�, �)
�(�, � + 0) = �(�, �)

（4）非负性

�(� < � ≤ �, � < � ≤ �)
= �(�, �) − �(�, �) − �(�, �) + �(�, �) ≥ 0

引例 3.1.1 二元函数

�(�, �) =
0 � + � < 0
1 � + � ≥ 0

不满足性质 4.故不是二维分布函数。

3.1.3 联合分布列

联合分布的基本性质：

（1）非负性：��� ≥ 0

（2）正则性： �=1
∞

�=1
∞ ����� = 1
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引例 3.1.2 从 1,2,3,4 中任取一数记为�，再从 1, ⋯, �中任取一

数记为�，求(�, �)的联合分布列及�(� = �)

解： 当� < �时

�(� = �, � = �) = 0

当 1 ≤ � ≤ � ≤ 4 时

�(� = �, � = �) + �(� = �)�( � = � � = � ) =
1
4

×
1
�

�(� = �) = �11 + �22 + �33 + �44

=
1
4

+
1
8

+
1

12
+

1
16

=
25
48

3.1.4 联合密度函数

定义 3.1.4 若�(�, �) = −∞
�

−∞
� �(�, �)������ ，则称�(�, �)为

(�, �)的联合密度函数。且

�(�, �) =
�2

����
�(�, �)

联合密度函数的性质：

（1）非负性：�(�, �) ≥ 0

（2）正则性： −∞
∞

−∞
∞ �(�, �)����� = 1�

例 3.1.3 设(�, �)的联合密度函数为

�(�, �) =
6�−2�−3� � > 0, � > 0

0 其他

试求：(1)�(� < 1,y > 1); (2)�(� > �)
解：（1）�(� < 1, � > 1) = �((�, �) ∈ �1)

=
1

∞

0

1
6�−2�−3�� �����

=
0

1
�−2�� ��

1

∞
�−3�� ��

= (1 − �−2)�−3 = 0.0430

1

1
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（2）

�(� > �) = �((�, �) ∈ �2)

=
0

∞

0

�
6�−2�−3�� �����

=
0

∞
2�−2�� (1 − �−3�)��

= [ − �−2� +
1
5

�−5�]0
∞ = 1 −

1
5

=
4
5

yx 

0 x

y

教 学

后 记

1. 讲课前要补充二重积分的计算。

2. 求区域上的概率和由概率密度函数求联合分布函数时用到二重

积分，但很多学生找不对积分范围。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第三章 多维随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容
3.1 多维随机变量及其联合

分布（2）
时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：熟练掌握二维联合分布的计算，常见多维分布。

能力目标：培养学生总结归纳能力和计算能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生爱国主义精神。

重点难点
重点：联合分布列的计算，区域上概率的计算，常见多维分布

难点：联合分布列的计算，区域上概率的计算

教学要求
要求学生掌握二重积分的计算和熟练掌握随机变量分布的相关知

识。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
3.1:1,2,5

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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思政导入：在平面直角坐标系下，随机变量 X 和 Y可以分别取
遍 x轴和 y轴，可当他们联合起来构成二维随机变量 (X,Y)(X,Y) 的
时候却可以取遍整个坐标平面，进而利用二维联合分布函数可以得
到更广泛的应用。这说明团队的力量远远大于个人单干，我们要注
重团队和集体的力量，要团结，扬长避短，才能取得更大的成绩，
就好比我们参加数学建模竞赛，要团队中的三个人共同努力协作才
可以，如果三个人各做各的，总觉得自己的观点是对的，不去讨论，
或者有的团队成员中途放弃了，这样的团队能不能如期的完成比赛
都是问题，又怎么可能取得好的成绩。

3.1.5 常用的多维分布

一、多项分布；其中�1, �2, . . . ��各出现�1, �2, . . . ��次，则�(�1 =

�1, �2 = �2, . . . �� = ��) = �!
�1!�2!...�2!

�1
�1�2

�2 . . . . ��
��例 3.1.4 100 件产

品，一等品 60 件，二等品 30 件，三等品 10 件，任取三件，�, �
分别表示一等品，二等品的数量，求：(�, �)的联合分布

��� =
3!

�! �! (3 − � − �)!
(

6
10

)�(
3

10
)�(

1
10

)3−�−�

其中� + � ≤ 3，当� + � > 3 时��� = 0

可以计算其他有关事件的概率：

�(� ≤ 1, � ≤ 1) = 0.001 + 0.009 + 0.018 + 0.108 = 0.136

�(� = 0) =
�=0

3

�(� = 0, � = �)�

= 0.001 + 0.009 + 0.027 + 0.027 = 0.064

二、多维超几何分布

�(�1 = �1, �2 = �2, . . . �� = ��) =

�1
�1

�2
�2

. . . . ��
��

�
�

可以看成取各种类型的球�1, �2, . . . . . . ��个的概率。

例 3.1.5 将 3.1.4 例改为不放回抽样，抽取 3 次，�, �分别表示
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一等品，二等品的数量，求：(�, �)的联合分布

��� =

60
�

30
�

10
3 − � − �

100
3

其中� + � ≤ 3，当� + � > 3 时��� = 0

计算其他有关事件的概率：

� � ≤ 1, � ≤ 1 = 0.0007 + 0.0167 + 0.0083 + 0.1113 = 0.1370

�(� = 0) =
�=0

3

�(� = 0, � = �)�

= 0.0007 + 0.0083 + 0.0269 + 0.0251 = 0.0610

三、多维均匀分布

(�1, �2, . . . . ��)的联合密度函数为

�(�1, �2, . . . ��) =
1
��

(�1, �2, . . . . ��) ∈ �

0 其他

例 3.1.6 设(�, �)的联合密度函数为

�(�, �) =
1

��2 �2 + �2 ≤ �2

0 其他

试求�(|�| ≤ �
2

)

r
2
r

r 2
r

y

x
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32

31

arcsin1

21

)1()
2

|(|

2

2

222
2

2

2

22
2

2

2

2

22

22















 

















 










r

r

r

r

r

r

xr

xr

r
xrxrx

r

dxxr
r

dxdy
r

rXP

四、二元正态分布

�(�, �) =
1

2��1�2 1 − �2
��� −

1
2(1 − �2)

(� − �1)2

�1
2 − 2�

(� − �1)(� − �2)
�1�2

+
(� − �2)2

�2
2

−∞ < �, � <+ ∞

教 学

后 记

3. 讲课前要补充二重积分的计算。

4. 求区域上的概率和由概率密度函数求联合分布函数时用到二重

积分，但很多学生找不对积分范围。
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要 素 内 容

章节名称 第三章 多维随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容
3.2 边际分布与随机变量的

独立性（1）
时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：掌握边际分布函数，边际分布列，边际密度函数的计算。

能力目标：培养学生计算能力和数形结合能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生数形结合的数学思想。

重点难点
重点：边际分布函数，边际分布列，边际密度函数的计算。

难点：边际密度函数的计算。

教学要求 学生熟练掌握定积分的计算。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
3.2:5,6

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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导入：

3.2.1 边际分布的定义

��(�) = �(�, ∞) = �(� ≤ �, −∞ < � <+ ∞)
��(�) = �(∞, �) = �( − ∞ < � <+ ∞, � ≤ �)

例 3.2.1 设二维随机变量(�, �)的联合分布函数为

�(�, �) =
1 − �−� − �−� + �−�−�−��� � > 0, � > 0

0 其他

�, �的边际分布函数为：

��(�) = �(�, ∞) = 1 − �−� � > 0
0 � ≤ 0

��(�) = �(∞, �) = 1 − �−� � > 0
0 � ≤ 0

3.2.2 边际分布列

边际分布列的定义;

�(� = ��) = �=1
∞ �(� = ��, � = ��)� �(� = ��) = �=1

∞ �(� =�

��, � = ��)

例 3.2.2 设二维随机变量(�, �)的联合分布列为：

3.2.3 边际密度函数

��(�) = �(�, ∞) =
−∞

�
(

−∞

+∞
�(�, �)��� )�� =

−∞

�
��(�)����

��(�) = �(∞, �) = −∞
� ( −∞

+∞ �(�, �)��� )�� = −∞
� ��(�)����

边际密度分别为：

��(�) = −∞
+∞ �(�, �)��� ��(�) = −∞

+∞ �(�, �)���

例 3.2.3 设二维随机变量(�, �)的联合分布函数为

�
�

1 2 3 �(� = �)

0

1

�(� = �)

0.009 0.21 0.24 0.54

0.007 0.12 0.27 0.46

0.16 0.33 0.51
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�(�, �) =
1 0 < � < 1, � < �
0 其他

求（1）边际密度函数��(�)，��(�)；

（2）�(� < 1
2

)及�(� > 1
2

)

0

y

1

1

1 x

解：（1）当 0 < � < 1 时

��(�) = −∞
+∞ �(�, �)��� = −�

� ��� = 2�

当� ≤ 0,或� ≥ 1 时��(�) = 0

��(�) =
2� 0 < � < 1
0 其他

当� ≤− 1,或� ≥ 1 时��(�) = 0

当−1 < � < 0 时

��(�) = −∞
+∞ �(�, �)��� = −�

1 ��� = 1 + �

当 0 < � < 1 时

��(�) = −∞
+∞ �(�, �)��� = �

1 ��� = 1 − �

所以�的边际密度函数为

��(�) =
1 + � −1 < � < 0
1 − � 0 < � < 1

0 其他

（2）�(� < 1
2

) = −∞

1
2 ��(�)��� = 0

1
2 2���� = 1

4

�(� >
1
2

) =
1
2

∞
��(�)��� =

1
2

1
(1 − �)��� =

1
8

例 3.2.5 二维正太分布的边际分布为一维正太分布



教

学

流

程

�(�, �) =
1

2��1�2 1 − �2
��� −

1
2(1 − �2)

(� − �1)2

�1
2 − 2�

(� − �1)(� − �2)
�1�2

+
(� − �2)2

�2
2

−∞ < �, � <+ ∞

�(�, �) =
1

2� 1 − �2
��� −

1
2(1 − �2)

[�2 − 2��� + �2]

−∞ < �, � <+ ∞

��(�) =
−∞

+∞
�(�, �)���

=
1

2� 1 − �2 −∞

+∞
��� −

1
2(1 − �2)

[�2 − 2��� + �2]� ��

=
1

2� 1 − �2 −∞

+∞
��� −

(� − ��)2

2(1 − �2)
+ −

�2

2� ��

=
1

2� 1 − �2
�−1

2�2
1 − �2

−∞

+∞
��� −

�2

2� ��

=
1
2�

�−1
2�2

这里 令
�−��
1−�2 = �

（思政：提示学生要以严谨的科学的态度去学习，不能想当然，比
如两个一维的正态分布，他们构成的二维随机变量，就不一定是二
维正态分布，并鼓励学生查阅资料举出反例，加深对二维正态分布
的理解，强调部分不能决定整体，同时也能培养学生的探究精神。）

教 学

后 记

1. 通过对比、讲授、讨论等方法，让学生掌握边际分布的定义及计

算方法。

2. 要善于引导学生自己发现问题，再讨论如何理解该问题，能加深

学生的理解。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第三章 多维随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容
3.2 边际分布与随机变量的

独立性（2）
时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：掌握随机变量独立性的定义，并会判断随机变量是否独

立。

能力目标：培养学生计算能力和数形结合能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生用辩证的思维思考问题的能力。

重点难点
重点：判断随机变量的独立。

难点：随机变量的对立性和随机事件对立性之间的关系。

教学要求 学生熟练掌握定积分的计算。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
12,13,14

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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导入：

复习边际分布函数，边际分布列，边际密度函数.

3.2.4 随机变量的独立性

定义 3.2.1 若对于联合分布 �1, �2, . . . . �� 的分布函数，对于任

意的�1, �2, . . . ��，�(�1, �2, . . . ��)满足

�(�1, �2, . . . ��) =
�=1

�

��(�)�

则称�1, �2, . . . . . . . ��相互独立。

另外对于联合密度函数�(�1, �2, . . . ��)，若满足�(�1, �2, . . . ��) =

�=1
� ��(�)� 则称�1, �2, . . . . . . . ��相互独立。

注：讲解随机变量的独立和随机事件的独立的关系及不同之处，包

括如何互化。

（通过上面的讲解，培养学生”辩证”的思维品质，让学生学会用
联系的思维思考问题，要思考事物之间的关系与区别）

例 3.2.6 从(0,1)中任取两个数，求以下事件的概率；

两数之和小于
1
2
；两数之积小于

1
4
。

解：�, �相互独立，故联合密度函数为：

�(�, �) = ��(�)��(�) =
1 0 < � < 1,0 < � < 1
0 其他

（1）事件 � + � < 1
2
的概率为：

�(� + � <
1
2

) =
0

0.2
(

0

1
��)��� +

0.2

1
(

0

1.2−�
��)�����

= 0.2 +
0.2

1
(1.2 − �)��� = 0.2 + 0.48 = 0.68

（2）事件 �� < 1
4
的概率为：

�(�� <
1
4

) =
0

1
4
(

0

1
��)��� +

1
4

1
(

0

1
4�

��)�����
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=
1
4

+
1
4

1 1
4�

��� =
1
4

+
1
4

�� 4 = 0.5966

2.1 yx

1

1 x0

y

2.0

0
4
1 1

y

x

1

例 3.2.7 若二维随机变量(�, �)的联合分布函数为

�(�, �) =
8�� 0 ≤ � ≤ � ≤ 1
0 其他

问；�, �是否独立？

当� < 0 或� > 1 时，有��(�) = 0

当 0 ≤ � ≤ 1 时，有

��(�) =
�

1
8����� = 8�(

1
2

−
�2

2
) = 4�(1 − �2)

于是��(�) =
4�(1 − �2) 0 ≤ � ≤ 1

0 其他

同样，当� < 0 或� > 1 时，有��(�) = 0

当 0 ≤ � ≤ 1 时，有
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��(�) =
0

�
8����� = 4�3

于是��(�) =
4�3 0 ≤ � ≤ 1
0 其他

故�(�, �) ≠ ��(�)��(�)，所以�, �不独立。

例 3.2.8 若二维随机变量(�, �)的联合分布函数如下;判定�, �
独立性？

（1） � (�, �) =
6��2 0 ≤ �, � ≤ 1

0 其他

（2）� (�, �) =
12�2 0 ≤ � ≤ � ≤ 1

0 其他

（3）� (�, �) =
6 ��� { − 2� − 3�} � > 0, � > 0

0 其他

（4）� (�, �) =
�2 + ��

3
0 < � < 1,0 < � < 2

0 其他

解：（1）

��(�) =
0

1
6��2��� = 2�, � ∈ �� = (0,1)

即��(�) =
2� 0 ≤ � ≤ 1
0 其他

��(�) =
0

1
6��2��� = 3�2, � ∈ �� = (0,1)

即��(�) =
3�2 0 ≤ � ≤ 1
0 其他

故�(�, �) = ��(�)��(�)所以�, �独立。

（2）由于�的取值受�的决定，故�, �不独立。

（3）

��(�) =
0

∞
6 ��� { − 2� − 3�}��� = 2�−2�, � ∈ �� = {� > 0}

��(�) =
2�−2� � > 0

0 其他

��(�) =
0

∞
6 ��� { − 2� − 3�}��� = 3�−3�, � ∈ �� = {� > 0}
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��(�) =
3�−3� � > 0

0 其他

于是�(�, �) = ��(�)��(�)，所以�, �独立。

（4）边际分布为

��(�) = 0
2 (�2 + ��

3
)��� = 2�2 + 2

3
�, � ∈ �� = (0,1)

��(�) =
2�2 +

2
3

� 0 < � < 1

0 其他

��(�) =
0

1
(�2 +

��
3

)��� =
1
3

+
1
2

�, � ∈ �� = (0,2)

��(�) =
1
3

+
1
2

� 0 < � < 2

0 其他

于是�(�, �) ≠ ��(�)��(�)，所以�, �不独立。

教 学

后 记

1.通过对比、讲授、讨论等方法，让学生掌握边际分布的定义及计

算方法。

2.要善于引导学生自己发现问题，再讨论如何理解该问题，能加深

学生的理解。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第三章 多维随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容
3.3 多维随机变量函数的分

布（1）
时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：掌握二维随机变量函数分布的计算方法。

能力目标：培养学生归纳总结的推导能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生举一反三的数学素养。

重点难点
重点：分布函数法和变量变换法

难点：分布函数法和变量变换法

教学要求 学生回顾 2.6 中分布函数法。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
3.3:1,6,7

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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思政导入：要学会联系的科学的发展观，万物皆有联系，而不同
的随机变量之间也有联系，鼓励学生通过本次课程的学习，能够自
己去总结、发现、体会这些巧妙的联系，并利用这些联系，进行更
多的延伸思考。

例 3.3.1 设二维随机变量(�, �)的联合分布列如下

�
�

-1 1 2

-1

2

5 20 2 20 6 20
3 20 3 20 1 20

试求（1）�1 = � + � （2）�2 = � − �
（3）�3 = ��� { �, �}

解：所求分布列为：

例 3.3.2 （泊松分布的可加性）

设随机变量�~�(�1), �~�(�2)，求证：� = � + �~�(�1 + �2)
证明;

�(� = �) =
�=0

�

�(� = �, � = � − �)�

=
�=�

�

�(� = �)�(� = � − �)�

=
(�1 + �2)�

�!
�−(�1+�2)

�=0

�
�!

�! (� − �)!
(

�1

�1 + �2
)�(

�2

�1 + �2
)�−��

=
(�1 + �2)

�! �−(�1+�2) �1

�1 + �2
+

�2

�1 + �2

�

=
(�1 + �2)

�!
�−(�1+�2) � = 0,1, . . . . , �

故� = � + �~�(�1 + �2)
记为�(�1) ∗ �(�2) = �(�1 + �2)
一般的有

�1 = � + � -2 0 1 3 4

� 5 20 2 20 9 20 3 20 1 20
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�(�1) ∗ �(�2) ∗ ⋯⋯ ∗ �(��) = �(�1 + �2 + ⋯⋯ + ��)
例 3.3.3 （二项分布的可加性）

设随机变量�~�(�, �), �~�(�, �)，求证： � = � + �~�(� +
�, �)
证明;

�(� = �) =
�=0

�

�(� = �, � = � − �)�

=
�=�

�

�(� = �)�(� = � − �)�

由� − � ≤ �, � ≤ �得� − � ≤ � ≤ �，又 0 ≤ � ≤ �故
� = {0, � − �} ≤ � ≤ ��� { �, �} = �

�(� = �) =
�=0

�

�(� = �, � = � − �)�

=
�=�

�

�(� = �)�(� = � − �)�

=
�=�

�
�
� ��(1 − �)�−� �

� − � ��−�(1 − �)�−(�−�)�

=��(1 − �)�+�−�

�=�

�
�
�

�
� − ��

= � + �
� ��(1 − �)�+�−�

� = 0,1, ⋯, � + �.
这表明 � = � + �~�(� + �, �)记为�(�, �) ∗ �(�, �) = �(� +

�, �)
一般的有

�(�1, �) ∗ �(�2, �) ∗ ⋯ ∗ �(��, �) = �(�1 + �2 + ⋯ + ��, �)
3.3.2 最大值与最小值的分布

例 3.3.4 （最大值分布）

设 �1, �2, ⋯, �� 是 n 个 相 互 独 立 的 随 机 变 量 ， 若 � =
��� { �1, �2, ⋯, ��}，在以下情况下求�的分布。

（1）��~��(�), � = 1,2, ⋯, �；
（2）��同分布，��~� (�), � = 1,2, ⋯, �。
（3）��同分布，为连续随机变量，��的密度均为�(�)。
（4）��~���(�), � = 1,2, ⋯, �
解：（1）� = ��� { �1, �2, ⋯, ��}的分布为;

��(�) = �( ��� { �1, �2, ⋯, ��} ≤ �)
= �(�1 ≤ �), �2 ≤ �, ⋯, �� ≤ �)
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= �(�1 ≤ �)�(�2 ≤ �)⋯�(�� ≤ �) =
�=1

�

��(�).�

(2) 若�1, �2, ⋯, ��同分布�(�)，则

��(�) = [�(�)]�

（3）若�1, �2, ⋯, ��同分布�(�)，则��(�)的密度函数为：

��(�) = ��
' (�) = �[�(�)]�−1�(�)

（4）由��~���(�), � = 1,2, ⋯, �得：

��(�) = (1 − �−��)� � ≥ 0
0 � < 0

��(�) = �(1 − �−��)�−1��−�� � ≥ 0
0 � < 0

例 3.3.5（最小值分布）

设�1, �2, ⋯, ��是 n个相互独立的随机变量，若

� = ��� { �1, �2, ⋯, ��}，在以下情况下求�的分布。

（1）��~��(�), � = 1,2, ⋯, �；
（2）��同分布，��~� (�), � = 1,2, ⋯, �。
（3）��同分布，为连续随机变量，��的密度均为�(�)。
（4）��~���(�), � = 1,2, ⋯, �
解：（1）� = ��� { �1, �2, ⋯, ��}的分布为;

��(�) = �( ��� { �1, �2, ⋯, ��} ≤ �)
= 1 − �( ��� { �1, �2, ⋯, ��} > �)
= 1 − �(�1 > �)�(�2 > �)⋯�(�� > �)

= 1 −
�=1

�

[1 − ��(�)].�

(2) 若�1, �2, ⋯, ��同分布�(�)，则

��(�) = 1 − [1 − �(�)]�

（3）若�1, �2, ⋯, ��同分布�(�)，则��(�)的密度函数为：

��(�) = ��
' (�) = �[1 − �(�)]�−1�(�)

（4）由��~���(�), � = 1,2, ⋯, �得：

��(�) = 1 − �−��� � ≥ 0
0 � < 0

��(�) = ���−��� � ≥ 0
0 � < 0

例 3.3.6 某段道路原来有 5个路灯，道路改建后有 20 个路灯

来晚间照明，改建后道路管理人员发现灯泡更容易坏了，请解释其

中原因。

解; ��~���(�), � = 1,2, ⋯, �。
其平均寿命为�−1 = 2000 小时，5 个灯泡第一个烧坏的时间

�1 = ��� { �1, �2, �3, �4, �5}，�1~���(5�)
若灯泡每天用 10 个小时，则 30 天换灯泡的概率为;

�(�1 ≤ 300) = ��(�) = 1 − ��� { − 5�. 300}
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= 1 − ��� { −
1500
2000

}= 0.5276

20 个灯泡第一个烧坏的时间

�2 = ��� { �1, �2, ⋯, �20}
�2~���(20�)
�(�2 ≤ 300) = ��(�) = 1 − ��� { − 20�. 300}

= 1 − ��� { −
6000
2000

}= 0.9502

这说明道路改建后，在 30 天换灯泡的概率更加高，为此需要换

上高寿命的节能灯。

教 学

后 记

1.要结合一维分布函数法来类比得到二维分布函数法。

2.分布函数法的应用难点在二重积分的计算，所以要加强积分区域

的练习。



要 素 内 容

章节名称 第三章 多维随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容
3.3 多维随机变量函数的分

布（2）
时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：掌握二维连续型随机变量函数分布的计算方法。

能力目标：培养学生归纳总结的推导能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生举一反三的数学素养。

重点难点
重点：分布函数法和变量变换法

难点：分布函数法和变量变换法

教学要求 学生回顾 2.6 中分布函数法。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
3.3:1,6,7

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。



章节（单元）教案

教

学

流

程

一、导入

复习上一节课内容

二、讲解

3.3.3 连续场合的卷积公式

定理 3.3.1 设�, �是两个独立的随机变量，其密度函数分别为

��(�)和��(�)，则其和� = � + �的密度函数为：

��(�) =
−∞

∞
��(� − �)��(�)��� =

−∞

∞
��(�)��(� − �)���

证明：

��(�) = �(� + � ≤ �) =
�+�≤�

��(�)��(�)�����

=
−∞

∞
{

−∞

�−�
��(�)��� }��(�)���

=
−∞

∞
��(� − �)��(�)���

��(�) = ��
' (�) =

−∞

∞
��(� − �)��(�)���

类似可证：

��(�) =
−∞

∞
��(�)��(� − �)���

故原结论成立。

例 3.3.7 （正态分布的可加性）

设�, �是两个独立的随机变量，�~�(�1, �12)，
�~�(�2, �22)

证明其和� = � + �~�(�1 + �2, �12 + �22)

解：由��(�) = −∞
∞ ��(� − �)��(�)��� 得

��(�) = 1
2��1�2 −∞

∞ ��� { − 1
2

[ (�−�−�1)2

�12 + (�−�2)2

�22 ]}��� 又
(�−�−�1)2

�1
2 +

(�−�2)2

�2
2 = �(� − �

�
)2 + (�−�1−�2)2

�1
2+�2

2

其中� = 1
�1

2 + 1
�2

2，� = �−�1
�1

2 + �2
�2

2
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��(�) =
1

2��1�2
��� {

−
1
2

(� − �1 − �2)2

�1
2 + �2

2 }
−∞

∞
��� { −

�
2

(� −
�
�

)2}��� ��(�)

=
1

2�(�1
2 + �2

2)
��� { −

1
2

(� − �1 − �2)2

�1
2 + �2

2 }

这里 −∞
∞ ��� { − �

2
(� − �

�
)2}��� = 2�

�

命题得证.

一般的若 ��~�(��, ��2)，则

�1�1 + �2�2 + ⋯ + ����~�(�0, �02)

其中�0 = �=1
� ����� ，�02 = �=1

� ��2��2� 。

例：设�, �是两个独立的随机变量，�~�( − 3,1)，�~�(2,1)，
则

� = � − 2� + 7~�(0,5)
例 3.3.8 （伽玛分布的可加性）

设�, �是两个独立的随机变量，�~��(�1, �)，�~��(�2, �)
证明其和� = � + �~��(�1 + �2, �)

由��(�) = −∞
∞ ��(� − �)��(�)��� 得

��(�) =
��1+�2

�(�1)�(�2) 0

�
(� − �)�1−1�−�(�−�)��2−1�−�����

=
��1+�2�−��

�(�1)�(�2) 0

�
(� − �)�1−1��2−1���

=
��1+�2�−��

�(�1)�(�2)
��1+�2−1

0

1
(1 − �)�1−1��2−1���

=
��1+�2

�(�1 + �2)
��1+�2−1�−��

故� = � + �~��(�1 + �2, �)
记为��(�1, �) ∗ ��(�2, �) = ��(�1 + �2, �)

一般的有

��(�1, �) ∗ ��(�2, �) ∗ ⋯ ∗ ��(��, �) = ��(�1 + �2, �)

又���(�) = ��(1, �)，�2(�) = ��( �
2

, 1
2

)所以可得以下两个结论：

（1）m个独立同分布的指数分布变量之和为伽玛分布变量。即

�1~��(1, �)，�2~��(1, �)，……. ��~��(1, �)
则�1 + �2 + ⋯ + ��~��(�, �)记为
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���(�) ∗ ���(�) ∗ ⋯ ∗ ���(�) = ��(�, �)
（2）�1~�2(�1)，�2~�2(�2)，……. ��~�2(��)

则�1 + �2 + ⋯ + ��~�2(�1 + �2 + ⋯ + ��)即
�2(�1) ∗ �2(�2) ∗ ⋯ ∗ �2(��) = �2(�1 + �2 + ⋯ + ��)

（思政教育：
由卡方分布和指数分布都是伽玛分布的特例，我们应该站在更

高的角度看待这两个分布。
教育学生要站在更高的角度看待和处理事物，不能只站在自己

的角度，或只从自己所处的领域、地域看待世界万物）

3.3.4 变量变换法

原理：利用原相与相等概率，得到相关结论。

� = �(�, �)
� = �(�, �) 对应的雅可比行列式为

� =
�(�, �)
�(�, �)

=

��
��

��
��

��
��

��
��

则�(�, �) = �(�(�, �), �(�, �)) �
例 3.3.11（积的公式）设�, �是两个独立的随机变量，其密度函

数分别为��(�)和��(�)，则其和� = ��的密度函数为：

��(�) =
−∞

∞
��(

�
� )��(�)

1
� ���

解：记� = �则
� = ��
� = � ，于是

� = � �
� = �

� =
�(�, �)
�(�, �)

=

��
��

��
��

��
��

��
��

=
1
�

−
�
�2

0 1
=

1
�

�(�, �) = ��( � �) ��(�) � = ��( � � )��(�)
1
�

于是��(�) = −∞
∞ �(�, �)��� = −∞

∞ ��( �
�

)��(�) 1
�

���

例 3.3.12（商的公式）设�, �是两个独立的随机变量，其密度函

数分别为��(�)和��(�)，则其和� = � �的密度函数为：

法一：

��(�) =
−∞

∞
��(��)��(�) � ���

解：记� = �则
� = � �

� = � ，于是
� = ��
� = �
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� =
�(�, �)
�(�, �)

=

��
��

��
��

��
��

��
��

= � �
0 1 = �

�(�, �) = ��(��)��(�) � = ��(��)��(�) �

于是��(�) = −∞
∞ �(�, �)��� = −∞

∞ ��(��)��(�) � ���

教 学

后 记

1.要结合一维分布函数法来类比得到二维分布函数法。

2.分布函数法的应用难点在二重积分的计算，所以要加强积分区域

的练习。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第三章 多维随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容
3.4 多维随机变量的特征数

（1）
时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：会求二维随机变量的期望和方差，协方差，相关系数。

能力目标：培养学生推导能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生认真专研，勇于探索的数学精

神。

重点难点
重点：二维随机变量的期望和方差，协方差，相关系数

难点：二维随机变量的期望和方差，协方差，相关系数

教学要求 学生回顾一维随机变量的期望，方差计算。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
3.4:1,2,27,28

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。



章节（单元）教案
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思政导入：数学期望又成均值，也可以说是对未来的预期。有些学
生平时不勤奋学习，希望考试超常发挥，一夜暴富或者赌博，对未
来要有切合实际的期望，并且要脚踏实地的去实现，使学生明白未
来世界的均值是基于之前世间的分布，不切实际的期望是难以实现
的，树立合理的目标，注重平时的积累，踏实诚恳才能有所成。

3.4 多维随机变量函数的数学期望

定理 3.4.1 设(�, �)是二维的随机变量, � = �(�, �)的期望为：

�(�) = � �

�(��, ��)�(� = ��, � = ��)�� 离散的情形

−∞

∞

−∞

∞
�(�, �)�(�, �)������ 连续的情形

特别的

�(�) = −∞
∞

−∞
∞ ��(�, �)� ���� = −∞

∞ ���(�)����

���(�) = �(� − �(�))2

=
−∞

∞

−∞

∞
(� − �(�))2�(�, �)� ���� =

−∞

∞
(� − �(�))2��(�)����

例 3.4.1 在长度为 a的线段上任意取得两个点�, �，求�, �两点

间的平均长度。

解; 二维随机变量(�, �)的联合分布函数如下

� (�, �) =
1
�2 0 < � < �, 0 < � < �

0 其他

于是

�(|� − �|) =
0

�

0

�
|� − �|

1
�2� �����

=
1
�2 {

0

�

0

�
(� − �)����� +

0

�

�

�
(� − �)������� }

=
1
�2 {

0

�
(�2 − �� +

�2

2
)��� } =

�
3

例 3.4.2 设�1, �2是独立同分布的随机变量，均服从指数分布

���(�)，求� = ��� { �1, �2}的数学期望。

解：由��(�) = (��1(�))2得

��(�) = 2(��1(�))��1
' (�) = 2(1 − �−��)��−��

于是
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�( ��� { �1, �2}) = 0
∞ �2�(1 − �−��)�−�����

= 2
0

∞
��−���(��)� −

0

∞
��−2��� �(��)

=
1
� 0

∞
��−���� −

1
2� 0

∞
��−����

=
2
�

�(2) −
1
2�

�(2)=
3
2�

这里�� = �, 2�� = �
性质 3.4.1 设 (�, �)是二维的随机变量，则有 �(� + �) =

�(�) + �(�)
证明：

�(� + �) = −∞
∞

−∞
∞ (� + �)�(�, �)������

=
−∞

∞
�{

−∞

∞
�(�, �)��� }��� +

−∞

∞
�{

−∞

∞
�(�, �)��� }���

=
=∞

∞
���(�)��� +

−∞

∞
���(�)���

=�(�) + �(�).
一般的有：

�(�1 + �2 + ⋯ + ��) = �(�1) + �(�2) + ⋯ + �(��)
性质 3.4.2 设(�, �)是二维的随机变量且相互独立，则有

�(��) = �(�)�(�)
证明：由�, �相互独立，有�(�, �) = ��(�)��(�)。

�(��) =
−∞

∞

−∞

∞
(��)��(�)��(�)������

=
−∞

∞
���(�)��

−∞

∞
���(�)����

=�(�)�(�).
一般的有

�(�1�2, ⋯, ��) = �(�1)�(�2)⋯�(��)
这里�1�2, ⋯, ��相互独立。

性质 3.4.3 设(�, �)是二维的随机变量且相互独立，则有

���(� ± �) = ���(�) + ���(�)
证明;由方差的定义：

���(� ± �) = �[(� ± �) − �(� ± �)]2

= �[(� − �(�)) ± (� − �(�))]2

= ���(�) + ���(�)± 2�(� − �(�))(� − �(�))
= ���(�) + ���(�)

一般的

���(�1 ± �2 ± ⋯ ± ��) = ���(�1) + ���(�2) + ⋯ + ���(��)
例 3.4.3 设�1, �2, �3是独立同分布的随机变量，�1~�(0,6)，
�2~�(1,3)，�3~���(3)求� = �1 − 2�2 + 3�3的数学期望，方差，

标准差。
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解;

�(�1 − 2�2 + 3�3) = 3 − 2 × 1 + 3 ×
1
3

= 2

���(�1 − 2�2 + 3�3) =
62

12
+ 4 × 3 + 9 ×

1
9

= 16

�(�1 − 2�2 + 3�3) = �1 − 2�2 + 3�3 = 16 = 4

例 3.4.4 设一袋中装有 m个颜色不同的球，每次从中任取一个，有

放回地摸取 n 次，以�表示 n 次摸球所摸得得不同颜色的数目，求

�(�)

解; �(第�种颜色一次也没摸到) = (1- 1
�

)�

�� =
1 第�种颜色至少摸到一次

0 第�种颜色一次也没摸到
� = 1,2, ⋯, �

则� = �=1
� ���

由�(�� = 0) = (1 − 1
�

)�得

�(��) = �(�� = 1) = 1 − �(�� = 0) = 1 − (1 − 1
�

)�

�(�) = ��(��) = �[1 − (1 −
1
�

)�]

教 学

后 记

1.不能灵活理解三大抽样分布的构造，遇到变形不能识别。

2.三大抽样分布定理要强调，区间估计的枢轴量和假设检验的统计

量都要用到。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第三章 多维随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容 3.4 多维随机变量的特征数（2） 时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：会求二维随机变量的期望和方差，协方差，相关系数。

能力目标：培养学生推导能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生认真专研，勇于探索的数学精

神。

重点难点
重点：二维随机变量的期望和方差，协方差，相关系数

难点：二维随机变量的期望和方差，协方差，相关系数

教学要求 学生回顾一维随机变量的期望，方差计算。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
3.4:1,2,27,28

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.
[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育出

版社，2015.
[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教育

出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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思政导入：电影中的两个角色：龙王和申公豹，影片的两个配角，
但确是今天这个推送的主角，或者至少后面事情都是基于他们要搞
的事情。他们要搞什么事情呢——打一场翻身仗。故事的交代是这
样的，海底龙王掌管着龙族，而千百年来，整个龙族上万条龙都在
海底看守大牢，大牢里是海中的怪兽或犯了天罪的妖孽，因此他们
必须寸步不离的看守大牢最终被困在海里。而这也只是表象，让龙
族看守海底大牢的根本原因是天庭的神仙们认为龙族是“妖”，是
“妖”就不能在天上，所以才找了这么分差事将龙族困在海底，困
了上千年，而千年后，一个千载难逢的机会来了，能够实现龙族的
复兴，但可以担此重任的只有一人——西海龙太子敖丙。
我为什么把这个情节作为思政素材呢？因为它像极了一场投资，一
个全体龙族等了一千年的、收益巨大的投资机会，可最后为什么没
能实现呢？先请大家看投资学中的两个观点：
观点一：“不要把鸡蛋放在一个篮子里”
观点二：“所有鸡蛋都放在一个篮子里然后看好这个篮子”
两个观点都是权威观点，其中观点一是托宾讲的、马可维茨用公式
证明出来的，这两人拿了诺贝尔经济学奖的；而观点二是让巴菲特、
索罗斯赚了大钱的秘诀。分散投资和集中投资，大家可以先想想，
究竟哪个有道理？想好后我们再回到剧情中。按照剧情的说法，龙
族翻身这个投资机会等了上千年、搭上了上万片龙鳞、而且只有两
天左右的操作时间，可这么重大的一笔投资计划，最终的操作寄托
在了龙太子敖丙一个人身上，当然就剧情来讲（技能、法术等）只
能这样了。但我们想一下，现实中如果是这样科不科学、理不理性，
这么大的一笔投资操作，总要有个备用方案吧，全部赌在一个人的
操作上，太冒险了，这已经不是投资而真的是赌了。所以龙族的失
败源于既没有分散风险，也没有做好风险的管控。想想人家索罗斯
狙击英镑，这位金融大鳄做了很多保障策略，不是简单的凭借一己
之力跟英格兰银行较量。所以，龙族的失败，从金融学角度讲，风
控没做好，或者就是说投资机会还不成熟，继续等更好。

3.4.3 协方差

定义 3.4.1 协方差的定义：

���(�, �) = �(� − �(�))(� − �(�))
特别的���(�, �) = �(� − �(�))2 = ���(�)
（1）当���(�, �) > 0，称�, �正相关。

（2）当���(�, �) < 0，称�, �负相关。

（3）当���(�, �) = 0，称�, �不相关。

性质 3.4.4 ���(�, �) = �(��) − �(�)�(�)
证明：由协方差的定义有

���(�, �) = �(� − �(�))(� − �(�))
= �{�� − ��(�) − ��(�) + �(�)�(�)}

= �(��) − �(�)�(�)
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性质 3.4.5 若随机变量�, �相互独立，则���(�, �) = 0，反之不然。

证明;由�, �相互独立有�(��) = �(�)�(�)，所以

���(�, �) = �(��) − �(�)�(�) =0

例 3.4.6 若随机变量�~�(0, �2)，且� = �2，这里

随机变量�, �不独立，但

���(�, �) = ���(�, �2) = �(� ⋅ �2) − �(�)�(�2) = 0
性质 3.4.6 对于任意的二维随机变量(�, �)，有

���(� ± �) = ���(�) + ���(�) ± 2���(�, �)
证明：由方差定义得：

���(� ± �) = �[(� ± �) − �(� ± �)]2

= �[(� − �(�)) ± (� − �(�))]2

= ���(�) + ���(�)± 2�(� − �(�))(� − �(�))
= ���(�) + ���(�)± 2���(�, �) 性 质 3.4.7

���(�, �) = ���(�, �)
性质 3.4.8 ���(�, �) = 0
性质 3.4.9 ���(��, ��) = �����(�, �)
性质 3.4.10 ���(� + �, �) = ���(�, �) + ���(�, �)
证明：由协方差的性质得;

���(� + �, �) = �((� + �)�) − �(� + �)�(�)
= �(��) + �(��) − �(�)�(�)− �(�)�(�)
= [�(��) − �(�)�(�)] + [�(��) − �(�)�(�)]
= ���(�, �)+ ���(�, �)

例 3.4.7 若二维随机变量(�, �)的联合分布函数如下;

�(�, �) =
3� 0 < � < � < 1
0 其他

求���(�, �)

解：�(�) = 0
1 ( 0

� �3���)�� �� = 0
1 3�3� �� = 3

4

�(�) = 0
1 ( 0

� �3���)�� �� = 0
1 3

2
�3� �� = 3

8

�(��) = 0
1 ( 0

� ��3���)�� �� = 0
1 3

2
�4� �� = 3

10

于是

���(�, �) = �(��) − �(�)�(�)

=
3

10
−

3
4

×
3
8

=
3

160
> 0

例 3.4.8 二维随机变量(�, �)的联合分布函数如下;

�(�, �) =
1
3

(� + �) 0 < � < 1, 0 < � < 2

0 其他

求���(2� − 3� + 8)
解：���(2� − 3� + 8) = ���(2� − 3�)

= 4���(�) + 9���(�) − 12���(�, �)
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先计算边际密度

��(�) = 0
2 1

3
(� + �)��� = 2

3
(� + 1) 0 < � < 1

��(�) =
0

1 1
3

(� + �)��� =
1
3

(� +
1
2

) 0 < � < 2

再计算一阶矩，二阶矩。

�(�) = 0
1 ���(�)��� = 0

1 2
3

�(� + 1)��� = 5
9

�(�2) = 0
1 �2��(�)��� = 0

1 2
3
�2(� + 1)��� = 7

18

�(�) = 0
2 ���(�)��� = 0

2 1
3

�(� + 1
2

)��� = 11
9

�(�2) = 0
2 �2��(�)��� = 0

2 1
3

�2(� + 1
2

)��� = 16
9

�(��) = 0
1

0
2 ���(�, �)������ = 1

3 0
1 (2�2 + 8

3
�)��� = 2

3

则���(�) = �(�2) − (�(�))2 = 7
18

− 5
9

2
= 13

162

���(�) = �(�2) − (�(�))2 = 16
9

− 11
9

2
= 23

81

���(�, �) = �(��) − �(�)�(�) = 2
3

− 5
9

× 11
9

=− 1
81

则

���(2� − 3� + 8) = ���(2� − 3�)
= 4���(�) + 9���(�) − 12���(�, �)

= 4 × 13
162

+ 9 × 23
81

− 12 × − 1
81

= 245
81

3.4.4 相关系数

定义;

����(�, �) =
���(�, �)

���(�) ���(�)
=

���(�, �)
����

称为�, �的（线性）相关系数。

相关系数也可以看成标准变量的协方差。

�∗ = �−��
��

， �∗ = �−��
��

则；

���(�∗, �∗) = ���( �−��
��

, �−��
��

) = ���(�,�)
����

= ����(�, �)

引理 3.4.4. （施瓦茨（Schwarz）不等式）对于任意二维随机变量

(�, �)，��2 = ���(�), ��2 = ���(�)存在，则有：

[���(�, �)]2 ≤ ��
2��

2

证明：不妨设��
2 > 0，因为��

2 = 0 的时候，不等式成立是显然的。
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对于函数�(�)
�(�) = �[�(� − �(�)) + (� − �(�))]2 ≥ 0 ∀� ∈ �
恒成立，故

� = �2 − 4�� = [2���(�, �)]2 − 4��
2��

2 ≤ 0

即 [���(�, �)]2 ≤ ��
2��

2成立。

性质 3.4.11 −1 ≤ ����(�, �) ≤ 1，或|����(�, �)| ≤ 1。
性质 3.4.12 ����(�, �) =± 1 的充要条件是�, �几乎处处有线性

关系，即�(� = �� + �) = 1 � ≠ 0
证明：充分性证明。若� = �� + � � ≠ 0，则

���(�) = �2���(�)，���(�, �) = ����(�, �) = ����(�)
于是

����(�, �) =
���(�, �)

����
=

����(�)
|�|���(�)

= 1 � > 0
−1 � < 0

必要性证明.

���( �
��

± �
��

) = 2[1 ± ����(�, �)]

当����(�, �) = 1 时，有

���( �
��

− �
��

) = 0

由此得�( �
��

− �
��

= �) = 1

即�(� = ��
��

� − ���) = 1

故当����(�, �) = 1 时，�, �几乎处处线性正相关。

当����(�, �) =− 1 时，有

���(
�
��

+
�
��

) = 0

由此得�( �
��

+ �
��

= �) = 1

即�(� =− ��
��

� + ���) = 1

故当����(�, �) =− 1 时，�, �几乎处处线性负相关。

总结（1）当����(�, �) = 0 时，则称�, �不相关，即

�, �之间没有线性关系

（1） 当����(�, �) = 1 时，则称�, �完全正线性正相关。

当����(�, �) =− 1 时，则称�, �完全正线性负相关。

（2） 当|����(�, �)|越接近 1，线性相关程度越高。

当|����(�, �)|越接近 0，线性相关程度越底。

例 3.4.10 二维随机变量(�, �)的联合分布函数如下;

�(�, �) =
8
3

0 < � − � < 0.5, 0 < �, � < 1

0 其他

求�, �的相关系数����(�, �)。
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0

1

1

y

x

5.0 xy

xy 

5.0

解;先计算边际密度

��(�) =
8� 3 0 < � < 0.5
4 3 0.5 < � < 1

0 其他

��(�) =
4 3 0 < � < 0.5

8 3 (1 − �) 0.5 < � < 1
0 其他

�(�) = −∞
∞ ���(�)��� = 0

0.5 8
3
�2��� + 0.5

1 4
3
�� �� = 11

18

�(�) = −∞
∞ ���(�)��� = 0

0.5 4
3

���� + 0.5
1 8

3
�(1 − �)� �� = 17

18

�(�2) = −∞
∞ �2��(�)��� = 0

0.5 8
3

�3��� + 0.5
1 4

3
�2� �� = 31

72

�(�2) = −∞
∞ �2��(�)��� = 0

0.5 4
3

�2��� + 0.5
1 8

3
�2(1 − �)� �� = 15

72

���(�) = �(�2) − [�(�)]2 =
37

648

���(�) = �(�2) − [�(�)]2 =
37

648

�(��) = −∞
∞

−∞
∞ ���(�, �)������

=
0

0.5

0

� 8
3� ������� +

0.5

1

�−0.5

� 8
3�� ������

=
0

0.5 4
3

�3��� +
0.5

1 4
3

�(� −
1
4

)��� =
41
144

���(�, �) = �(��) − �(�)�(�)

=
41

144
−

11
18

×
7
18

=
61

1296
= 0.0471
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����(�, �) =
���(�, �)

����
=

61
1296

×
648
37

=
74
61 = 0.8243

例 3.4.11 设有一笔资金，总量为 1 如今投资甲乙两种证券，

投�1给甲，投 1 − �1 = �2给乙，于是(�1, �2)形成一个投资组合，�, �
分别为甲乙的收益率，均值分别为�1, �2（代表平均收益），方差分

别为�1, �2（代表风险）。�, �的相关系数为

�，求组合的平均收益与风险（方差）。并求使得投资风险最小的�1。

解;组合的收益为

� = �1� + (1 − �1)�
组合的平均收益为

�(�) = �1�(�) + (1 − �1)�(�)
= �1�1 + (1 − �1)�2

组合的风险（方差）为

���(�) = ���{�1� + (1 − �1)�}

= �1
2���(�) + (1 − �1)2���(�) + 2�1(1 − �1)���(�, �)

=�1
2�1

2 + (1 − �1)2�2
2 + 2�1(1 − �1)��1�2要使得���(�)最小，

必须

�(���(�))
��1

= 2��1
2 − 2(1 − �1)�2

2 + 2��1�2 − 4�1��1�2 = 0 解得：�1
∗ =

�2
2−��1�2

�1
2+�2

2−2��1�2

此时风险最小。

教 学

后 记

1.不能灵活理解三大抽样分布的构造，遇到变形不能识别。

2.三大抽样分布定理要强调，区间估计的枢轴量和假设检验的统计

量都要用到。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第三章 多维随机变量及其分布
教学

时数
2

单元内容 3.5 条件分布和条件期望 时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：掌握条件分布的计算，条件期望的计算，了解重期望公

式。

能力目标：培养学生类比推导能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生要用联系发展眼光看问题。

重点难点
重点：条件分布的计算，条件期望的计算

难点：重期望公式。

教学要求 学生回顾条件概率计算。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
3.5:,3,5,6

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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思政导入：我国公安部门用条件期望公式研究获得中国成年人的足

长和身高的关系式，可以为破案起到重要作用。“天网恢恢，疏而

不漏”，大家要遵纪守法。

3.5.1 条件分布

一．离散随机变量的条件分布的定义：

�� � = �( �=�� �=�� )

=
�(� = ��, � = ��)

�(� = ��)
=

���

�•�

� = 1,2⋯, � = 1,2, ⋯.
例 3.5.2 设随机变量�, �相互独立，且�~�(�1)，�~�(�2)，在已知

� + � = �的条件下，求�的分布。

解：由条件概率的定义，得：

�( � = � � + � = �) = �(� = �, � + � = �)
�(� + � = �)

=
�(� = �)�(� = � − �)

�(� + � = �)

=

�1
�

�! �−�1• �2
�−�

(� − �)! �−�2

(�1 + �2)�

�! �−(�1+�2)

=
�!

�! (� − �)!
�1

��2
�−�

(�1 + �2)

= �
�

�1

�1 + �2

� �2

�1 + �2

�−�

� = 0,1,2, ⋯, �
例 3.5.3 设进入商店的顾客人数为�，且�~�(�)，每个顾客购买某

商品的概率为 P，顾客购物相互独立，求购物顾客人数Y 的分布列。

解：由题意得：�(� = �) = ��

�!
�−�, � = 0,1,2⋯, �

�( �=� �=� ) = �
� ��(1 − �)�−�, � = 0,1, ⋯, �

由全概率公式得：

�(� = �) =
�=�

∞

�(� = �)�( � = � � = � )�
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=
�=�

∞
��

�!
�−�� •

�!
�! (� − �)!

��(1 − �)�−�

= �−� (��)�

�!
�=�

∞
[(1 − �)�]�−�

(� − �)!�

=
(��)�

�!
�−���(1−�)

=
(��)�

�!
�−��, � = 0,1,2, ⋯

即�~�(��)
二．连续随机变量的条件分布的定义：

�( � � ) = �( � ≤ � � = � )

= ���
ℎ→0

�( � ≤ � � ≤ � ≤ � + ℎ )

= ���
ℎ→0

�(� ≤ �, � ≤ � ≤ � + ℎ)
�(� ≤ � ≤ � + ℎ)

= ���
ℎ→0

−∞
� { �

�+ℎ �(�, �)��� }���

�
�+ℎ ��(�)� ��

= ���
ℎ→0

−∞
� {

1
ℎ �

�+ℎ �(�, �)� ��}� ��

1
ℎ �

�+ℎ ��(�)� ��
=

−∞

� �(�, �)
��(�)

���

则�( � � ) = ��(� �)
��

= �(�,�)
��(�)

类似的�( � � ) = ��(�)
��

= �(�,�)
��(�)

例 3.5.5 设(�, �)服从� = {(�, �); �2 + �2 ≤ 1}上的均匀分布，求

�( � � )

解：�(�, �) =
1
�

�2 + �2 ≤ 1

0 其他

��(�) =
2
�

1 − �2 −1 ≤ � ≤ 1

0 其他

所以

�( � � ) =
�(�, �)
��(�)

=
1
2

1 − �2 − 1 − �2 ≤ � ≤ 1 − �2

0 其他

三．连续场合的全概率公式和贝叶斯公式

�(�, �) = ��(�)� (� � )
�(�, �) = ��(�)�( � � )
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��(�) = −∞
∞ ��(�)�( � � )� ��

��(�) = −∞
∞ ��(�)�( � � )� ��

�( � � ) = ��(�)�(� �)

−∞
∞ ��(�)�(� �)� ��

�( � � ) = ��(�)�(� �)

−∞
∞ ��(�)�(� �)� ��

3.5.2 条件数学期望

� � � = � = �

��� � = �� � = �� �, � 为二维离散随机变量

−∞

∞
�� � � ��� �, � 为二维连续随机变量

�( � � = � )

= �

���( � = �� � = � )� (�, �)为二维离散随机变量

−∞

∞
��( � � )��� (�, �)为二维连续随机变量

定理 3.5.1 （重期望公式）

设(�, �)是二维随机变量，且�(�)存在，则

�(�) = �(�( � � ))
证明：仅证明连续的情况，离散的类似证明。

记�(�) = �( � � ) 则

�(�) =
−∞

∞

−∞

∞
��(�, �)������ =

−∞

∞
(

−∞

∞
��( � � )��(�)��� )� ��

=
−∞

∞
{

−∞

∞
��( � � )��� }��(�)���

=
−∞

∞
�( � � )� ��(�)�� =

−∞

∞
�(�)��(�)���

= �(�(�)) = �(�( � � ))
重期望公式的应用形式

�(�) = �(�( � � )) =
�

�( � � = �� )�(� = ��)�

（离散的情形）

�(�) = �(�( � � )) =
−∞

∞
�( � � = � )��(�)���

（连续的情形）

例 3.5.7：一矿工被困在有三个门得矿井，第一个门通一坑道，沿

此坑道 3 小时抵达安全区，，第二个门通一个坑道，5 小时返回原

处，第三个门通一个坑道，7 小时可返回原处，求矿工平均多少小

时到达安全区。
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解：假设�为矿工到达安全区的需要的时间，�为第一次选择的门，

则

由于第一个门 3小时到达安全区，所以

�( � � = 1) = 3
由于第二个门 5小时返回原处，所以

�( � � = 2) = 5 + �(�)
由于第三个门 7小时返回原处，所以

�( � � = 3) = 7 + �(�)
又�(� = 1) = �(� = 2) = �(� = 3)
所以

�(�) = �(�( � � )) =
�

�( � � = �� )�(� = ��)�

=
1
3

[3 + 5 + �(�) + 7 + �(�)] = 5 +
2
3

�(�)

即�(�) = 15
所以矿工平均要 15 小时才能到达安全区。

(思政：煤矿工人的辛苦，作为高危职业，在坑底作业，尊重劳动人

民，珍惜劳动成果，讲述李克强总理在坑口接工作人员的事迹，培

养爱党爱国精神。)

例 3.5.9 设电力公司每月供应某工厂的电力�服从（10,30）的均匀

分布（单位 104��），而实际需要的电力�服从（10,20）

的均匀分布（单位 104��），如果电力足够，则每 104��电可以创

造 30 万元的利润，如果电力不足，则每 104��电力只有 10 万的利

润，求该厂每个月的平均利润。

解;设每个月的利润为�万元，则

� =
30� 当� ≤ �

30� + 10(� − �) 当� > �

当 10 ≤ � < 20 时

2

222

20

10

20

10

4050

)20(2)20(
2
1)100(

2
3

10
1)2010(

10
130

)()2010()(30)(

xx

xxxx

dyxydyy

dyyPxydyyyPxXZE

x

x

Y
x

x

Y













当 20 ≤ � < 30 时

�( � �=� ) = 10
20 30���(�)��� = 10

20 30� 1
10

��� = 450 则
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433225
6

70030025

450
20
1)4050(

20
1

)()()()(

))(()(

2020

10

2

30

20

20

10













x

XX

dydxxx

dxxPxXZEdxxPxXZE

XZEEZE

所以该厂的平均利润为 433 万元。

例 3.5.10 （随机变量和的数学期望）

设�1, �2, ⋯为独立的随机变量序列，整数�与{��}独立，证明:

�( �=1
� ��� ) = �(�1)�(�)

证明：�( �=1
� ��� ) = �[�( �=1

� �� �� )]

=
�=1

∞

�(
�=1

�

��� � = � )�(� = �)�

=
�=1

∞

�(
�=1

�

��� )� �(� = �)

=
�=1

∞

��(�1)�(� = �)�

= �(�1)
�=1

∞

��(� = �)�

= �(�1)�(�)
应用

（1） 设 N 为一天到商场的顾客数是一个随机变量，且�(�) =
35000。设��为第 i个顾客的购物金额，且��是独立同分

布的，�(��) = 82(元)，假设�与��相互独立，则此商场

一天的平均营业额为

�(
�=1

�

��� ) = �(�1)�(�) = 82 × 35000 = 287(万元)

其中�0 = 0

（2） 一只昆虫产卵数�服从参数为�的泊松分布，每个卵成活

的概率为�，这里��~0 − 1 分布，而��表示第 i个卵成活，
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则一只昆虫产卵后的平均成活卵数为

�( �=1
� ��� ) = �(�1)�(�) = ��

教 学

后 记

1.全概率公式和贝叶斯公式要结合概率形式的类比迁移。

2.要让学生先自己总结条件分布和条件期望的计算以强化理解。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第四章 大数定律和中心极限定理
教学

时数
2

单元内容
4.1 随机变量序列的两种收

敛性
时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：了解两种收敛性的定义。

能力目标：培养学生计算能力和类比迁移能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生不畏挫折百折不挠的奋斗精神。

重点难点

重点：两种收敛性的定义

难点：两种收敛性的定义

教学要求 学生回顾数列极限定义和函数收敛的定义。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
4.1:2,3

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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思政导入：某事件发生的频率依概率收敛于该事件发生的概率，是

金子总会发光，便说明了这个道理，可以使学生认识到，只要自己

具有才能靠着自身的努力，脚踏实地认真做事，就一定会被发掘发

光发热。

4.1 两种收敛性

定义 4.1.1 设  ,,,, 21 nXXX 是一个随机变量序列, a为一个

常数,若对于任意正数  ,有 ,1}|{|lim 


aXP nn
则称序列

 ,,,, 21 nXXX 依概率收敛于 a ,记作 ).(  naX P
n

P
nX a 的直观解释是：对任意 0  ，当 n充分大时，“ nX

与 a的偏差大于等于 ”这一事件 | |nX    发生的概率很小（收

敛于 0），这里的收敛性是在概率意义上的收敛性。这就是说，不

论给定怎样小的 0  ， nX 与 a的偏差大于等于 是可能的，但是

当 n很大时，出现这种偏差的可能性很小，因此，当 n很大时，事

件 | |nX    几乎是必然要发生的，这与高等数学中的序列收敛

概念是不同的。

依概率收敛的序列有如下性质：

设 ,, bYaX P
n

P
n  又设函数 ),( yxg 在点 ),( ba 连续,

则 ),(),( bagYXg P
nn  .

特别有：

定理 4.1.1 设 { } , { }n nX Y 是两个随机变量序列， ,a b 是两个

常数.如果 ,, bYaX P
n

P
n  则有

（1） ;P
n nX Y a b  

（2） ;P
n nX Y a b  
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（3） 0P
n nX Y a b b   （ ）.

定义 4.1.2 设随机变量 X, X1, X2,…的分布函数分别为 F(x),

F1(x), F2(x), …，若对 F(x)的任意连续点 x，都有

���
�→∞

��(�) = �(�)

则称{F(x)}弱收敛于 F(x)，记作 ( ) ( ).W
nF x F x

也称{Xn}按分布收敛于 X，记作 .L d
nX X或

从上面的分析知道：

点点收敛比按分布收敛要求更强。其实，依概率收敛也比按

分布收敛要求更强。

定理 4.1.2 ��
 � 
� �� � ⇒ ��

 � 
� �� �.

证明思路：欲证
1

1 .
n

P
n i

i
Y X a

n 

 

只需证明： .
nY at t （ ） （ ）

定理 4.1.3 若 c 为常数，则 P
nX c 的充要条件是：

.L
nX c

证明：必要性已由定理 4.1.2 给出，下面证明充分性.

记 nX 的分布函数为 ( ), 1, 2,nF x n   ，因为常数 c 的分布函数

（退化分布）为

0 ,
( )

1, .
x c

F x
x c


  

，

所以对任意的 0  ，有

(| | ) ( ) ( )n n nP X c P X c P X c         

( ) ( )
2n nP X c P X c      

1 ( ) ( )
2n nF c F c     
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由 于
2

x c 
  和 x c   都 是 ( )F x 的 连 续 点 ， 且

( ) ( )w
nF x F x ，所以当 n   时有

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 0.
2 2n nF c F c F c F c          ，

由此得

(| | ) 0.nP X c   

即 .P
nX c 证毕.

教 学

后 记

1.结合数列收敛定义强化依概率收敛的特点。

2.强调点点收敛和弱收敛的区别。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第四章 大数定律和中心极限定理
教学

时数
2

单元内容 4.2 特征函数 时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：熟练掌握特征函数的计算，了解特征函数的性质。

能力目标：培养学生转化变通能力和推导证明能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生不懈努力，不断攀岩的数学精

神。

重点难点
重点：特征函数的计算

难点：特征函数的性质

教学要求 学生复习期望和常见分布。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
4.2:1,2

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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思政导入：让我们先看看为什么会有傅立叶变换？傅立叶是一位

法国数学家和物理学家的名字，英语原名是 Jean Baptiste Joseph

Fourier(1768-1830), Fourier 对热传递很感兴趣，于 1807 年在法

国科学学会上发表了一篇论文，运用正弦曲线来描述温度分布，论

文里有个在当时具有争议性的决断：任何连续周期信号可以由一组

适当的正弦曲线组合而成。当时审查这个论文的人，其中有两位是

历 史 上 著 名 的 数 学 家 拉 格 朗 日 (Joseph Louis Lagrange,

1736-1813)和拉普拉斯(Pierre Simon de Laplace, 1749-1827)，

当拉普拉斯和其它审查者投票通过并要发表这个论文时，拉格朗日

坚决反对，在他此后生命的六年中，拉格朗日坚持认为傅立叶的方

法无法表示带有棱角的信号，如在方波中出现非连续变化斜率。法

国科学学会屈服于拉格朗日的威望，拒绝了傅立叶的工作，幸运的

是，傅立叶还有其它事情可忙，他参加了政治运动，随拿破仑远征

埃及，法国大革命后因会被推上断头台而一直在逃避。直到拉格朗

日死后 15 年这个论文才被发表出来。

谁是对的呢？拉格朗日是对的：正弦曲线无法组合成一个带有

棱角的信号。但是，我们可以用正弦曲线来非常逼近地表示它，逼

近到两种表示方法不存在能量差别，基于此，傅立叶是对的。

定义 4.2.1 设 X 是一个随机变量，称

( ) ( )
( )

iitx
i

iitX
X

itx

e p
t E e

e p x dx







  







离

连

为 X的特征函数.

由于任给一个 X，有|eitX|=|cos tX+isin tX| 1,所以

E(eitX)总是存在的.即任意随机变量的特征函数总是存在的.

（1）单点分布： P(X=a)=1

(t)=E(eitX)=eita

（2）0-1 分布 X~ b(1,p)

P(X=k)=pkq1-k (k=0,1,)

(t)=E(eitX)=peit+q.

（3） 泊松分布 X

( )( ) itXE et  ( 1)itee  
（4）均匀分布 X~ U(a,b)

( ) (( ) )itX itxE e e p x dxt



   ( )

i tb i tae e
i t b a






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（5）标准正态分布 X~ N(0, 1)

( )t
2

2
t

e




（6）指数分布

( ) (( ) )itX itxE e e p x d xt



  

1

1 i t



   
 

（7）二项分布 b(n,p)

( ) ( )it n
Y t p e q  

（8）正态分布

2 2

2( )
ti t

Y t e







定理 4.2.1（一致连续）

随机变量 X 的特征函数 (t)在 R 上一致连续。

定理 4.2.2（非负定性）

随 机 变 量 X 的 特 征 函 数 (t) 是 非 负 定 的 ， 即 对

(i=1,2,…,n)有

�=1

�

�=1

�

�(�� − ��)���� ��� ≥ 0

4.2.3 特征函数唯一决定分布函数

定理 4.2.3（逆转公式）

设 F(x), (t)分别是随机变量 X 的分布函数和特征函数，

则对 F(x)的任意两个连续点 x1< x2，有

�(�2) − �(�1) = ���
�→∞

1
2� −�

� �−���1−�−���2

��
�(�)� ��

1 2+1 ( )
2

itx itxe e t d t
it




 






即

定理 4.2.4（唯一性定理）

随机变量的分布函数由其特征函数唯一决定。

教 学

后 记

1.特征函数计算本质是求期望，所以期望的学习计算要加强。

2.特征函数计算时学生混淆积分变量和自变量，所以要多加强调。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第四章 大数定律和中心极限定理
教学

时数
2

单元内容 4.3 大数定律（1） 时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：熟练掌握几个大数定律，并能应用。

能力目标：培养学生归纳总结能力和推导证明能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生不懈努力，不断攀岩的数学精

神。

重点难点
重点：几个大数定律

难点：几个大数定律

教学要求 学生复习依概率收敛。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
4.3:1,2,3,5

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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思政导入：伯努利是第一个研究这一问题的数学家，他于 1713

年首先提出后人称之为“大数定律”的极限定理。后来泊松、切比

雪夫、马尔科夫、格涅坚科等众多的数学家都有重大成就，弱大数

定律的研究已经趋于完善，最好的结果是属于格涅坚科，他找到了

弱大数定律成立的充要条件，而且没有任何独立性或同分布的要求。

在二十世纪初，博雷尔引入测度论的方法之后，将伯努利大数定理

推广到强大数定律开创了强大数定律的研究，之后工作最有成就的

属于柯尔莫哥洛夫，他不但完成了概率的公理化，还找到了独立同

分布下的强大数定律的充要条件。如今，对强大数定律的研究仍然

是难题，数学家们在向着不独立随机变量序列服从强大数定律的条

件努力。

伯努利大数定理：

定理 4.3.1 设 n 为 n 重伯努利实验中事件 A 发生的次数，P 为

每次实验 A出现的概率吗，则对于∀� > 0,有

1||lim 






 






p
n
n

n

证明：由于 ��~�(�, �), 且

� �� � = �, ��� �� � = �(1−�)
�

由切比雪夫不等式

1 ≥ � | �� � − �| < � ≥ 1 −
���

��

�
�2 = 1 −

�(1 − �)
��2

当� →+ ∞时，有

���
�→+∞

� | �� � − �| < � = 1

（思政：随机现象具有偶然性一面，也有必然性一面，偶然性表

现在对随机现象做一次观测，观测结果具有不可预知性，必然性表

现在对随机现象进行大量重复观测，观测结果有一定的统计规律性，

这个规律实际上就是大数定律。在这个偶然向必然的转变过程中，

蕴含着朴素的唯物主义观点，正如荀子的开篇之作，劝说中所说，

“不积跬步，无以至千里，不积小流，无以成江海。”教育学生每

个人的生活都是一件小事组成的，只有先养小德，才能成就大德。）

切比雪夫大数定理

定理 4.3.2 设 �� 为一列两两不相关的随机变量序列，每个
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���(��)存在，切���(��) ≤ �, � = 1,2, , 3⋯则

1 1

1 1| ( ) | 1lim
n n

i i
n i i

X E X
n n


  

 
   

 
 

证明:因为 �� 为一列两两不相关的随机变量序列，故

���(
1
�

�=1

�

��� ) =
1
�2

�=1

�

��� ��� ≤
�
�

�
1
�

�=1

�

��� −
1
�

�=1

�

� ��� < �

≥ 1 −
���

1
� �=1

� ���

�2 ≥ 1 −
�

��2

当� →+ ∞时，有

1

1lim 1
n

in i
P X

n
 

 


 
   

 


特别的有当 �� 同分布时，有

1

1lim 1
n

in i
P X

n
 

 


 
   

 


（思政：切比雪夫的左脚生来有残疾，且在俄罗斯数学教学缺
乏教材，缺少数学大家等一系列较差条件的历史背景下从事他的数
学创造，最终形成了令世界瞩目的数学学派，从而使俄罗斯数学走
在了世界前列。）

教 学

后 记

1.要比较总结几个大数定律的使用条件，以免混淆。

2.大数定律形式多变，但要掌握一般形式。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第四章 大数定律和中心极限定理
教学

时数
2

单元内容 4.3 大数定律（2） 时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：熟练掌握几个大数定律，并能应用。

能力目标：培养学生归纳总结能力和推导证明能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生不懈努力，不断攀岩的数学精

神。

重点难点
重点：几个大数定律

难点：几个大数定律

教学要求 学生复习依概率收敛。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
4.3:1,2,3,5

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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思政导入： 大数定律应用非常广泛，大数据时代的云存储方法，激

励学生好好学习专业知识，为国家解决一些“卡脖子”问题，贡献

自己微小力量。

定理(马尔可夫 Markov 大数定律)：

对随机变量序列{ }nX ，若下式成立，

2
1

1 ( ) 0 ,
n

i
i

Var X
n 



则{ }nX 服从大数定理.

例 1. 在伯努利试验中，随机事件 A出现的概率为 p，令

1, 1
0 , .n

n n+ A
X 

 


若在第 次及第 次试验中 都出现，

其他

证明 nX 服从大数定律.

证明:
2 2( ) ( ) n nE X E X p ， 2 2Var( ) (1 ) 1  nX p p ，

又当 | | 2 i j 时， iX 与 jX 独立，

1

12 2
1 1 1

1 1Var( ) [ Var( ) 2 Cov( , )]



  

   
n n n

i i i i
i i i
X X X X

n n

又因为

2 2
1 1| Cov( , ) | Var( ) Var( ) (1 )   i i i iX X X X p p ，

2 2 2 2
2 2

1

1 1Var( ) [ (1 ) 2( 1) (1 )] 0 ( )


      
n

i
i
X np p n p p n

n n
，

即马尔可夫条件成立，故{ }nX 服从大数定律。

例 2. 设 nX 为独立随机变量序列，且

1( ln ) , 1, 2,
2kP X k k    

证明 nX 服从大数定律.
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证明: ( ) 0kE X  ，Var( ) lnkX k .

因为 1 2, ,X X 相互独立， 所以

1 1
Var( ) ln ln

n n

i
i i
X k n n

 

    ，

2
1

1 lnVar( ) 0 ( )
n

i
i

nX n
n n

  

即马尔可夫条件成立，故{ }nX 服从大数定律。

定理(辛钦 Khintchine 大数定律)：

设随机变量  ,,,, 21 nXXX 相互独立, 服从同一分布,且具有

数学期望 ( ) , 1, 2, ,iE X i   则对任意给定的正数 0 , 有

1

1lim 1
n

in i
P X

n
 




 
   

 
 .

注: (1) 定理不要求随机变量的方差存在;

(2) 伯努利大数定律是辛钦大数定律的特殊情况;

(3) 辛钦大数定律为寻找随机变量的期望值提供了一条实际可

行的途径. 例如, 要估计某地区的平均亩产量, 可收割某些有代表

性的地块, 如 n块,计算其平均亩产量, 则当 n较大时,可用它作为

整个地区平均亩产量的一个估计. 此类做法在实际应用中具有重要

意义.

教 学

后 记

1.要比较总结几个大数定律的使用条件，以免混淆。

2.大数定律形式多变，但要掌握一般形式。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第四章 大数定律和中心极限定理
教学

时数
2

单元内容 4.4 中心极限定理（1） 时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：理解中心极限定理的作用，并掌握几个中心极限定理。

能力目标：培养学生推导证明能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生不断砖研的数学精神。

重点难点
重点：独立同分布下的中心极限定理，二项分布的近似

难点：独立不同分布下的中心极限定理

教学要求 学生复习正态分布和二项分布的相关计算。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
4.4:1，2,3,22,23

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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思政导入：1733 年，德莫佛—拉普拉斯在分布的极限定理方面走出

了根本性的一步，证明了二项分布的极限分布是正态分布。拉普拉

斯改进了他的证明并把二项分布推广为更一般的分布。1900 年，李

雅普诺夫进一步推广了他们的结论，并创立了特征函数法。这类分

布极限问题是当时概率论研究的中心问题，卜里耶为之命名“中心

极限定理”。20 世纪初，主要探讨使中心极限定理成立的最广泛的

条件，二三十年代的林德贝尔格条件和费勒条件是独立随机变量序

列情形下的显著进展。

很多数学定理、公式都是以人名命名，在阐述概念的时候，融

入数学家们孜孜不倦、不畏困难的历程故事，分享他们的求真精神，

对学生的专业学习和良好三观培养和塑造有着很好的效果。

4.4 中心极限定理

引入 设��为独立同分布的随机变量，记

�� = �=1
� ��� 则当� →+ ∞的时，��的密度接近正态分布。

�1(�) =
1 0 < � < 1
0 其它

�2(�) =
� 当 0 < � < 1
2-y 当 1 ≤ � < 2
0 其它

�3(�) =

�2 2 当 0 < � < 1
− y- 2 3 2 + 3 4 当 1 ≤ � < 2

y-3 2 2 当 2 ≤ � < 3
0 其它
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�4(�) =

�2 6 当 0 < � < 1
�3 − 4(� − 1)3 /6 当 1 ≤ � < 2
4-y 3−4 3−� 3 6 当 2 ≤ � < 3

4−� 3 6 当 3 ≤ � < 4
0 其它

4.4 中心极限定理

定理 4.4.1(林德贝格-勒维中心极限定理)

设 �� 为一列独立同分布随机变量序列，且���(��) = �2，

� �� = �，记

��
∗ = �1+�2+⋯+��−��

� �
则

  dteyyYP
y t

n
n








 2*

2

2
1)(lim

定理 4.4.2(隶莫弗-拉普拉斯极限定理)

设 n重伯努利实验中，事件 A每次出现的概率为 P，记 n 为 n

次试验中事件 A出现的次数。记

��
∗ = ��−��

���
则

  dteyyYP
y t

n
n








 2*

2

2
1)(lim

P243 修正�(�1 ≤ �� ≤ �2) = �(�1 − 0.5 < �� < �2 + 0.5)

P244 例 4.4.5 一复杂系统由 100 个互相独立工作的部件组成，每
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个部件正常工作的概率为 0.9，已知整个系统至少有 85 个部件正常

工作，系统才能正常，试求系统正常工作的概率。

解：设��为 100 个部件中正常工作的的部件数，

��~� 100,0.9 ，即��~正态分布

� �� = �� = 100 × 0.9 = 90
��� �� = ��� = 100 × 0.9 × 0.1 = 9 则

�� − 90
3 ~�(0,1)

� �� ≥ 85 ≈ �(�� > 85 − 0.5)

= �(
�� − 90

3
>

84.5 − 90
3

) = 1 − �
�� − 90

3
≤− 1.83

= 1 − � −1.83 = � 1.83 = 0.966

故系统正常工作的概率为 0.966.

修正�(�1 ≤ �� ≤ �2) = �(�1 − 0.5 < �� < �2 + 0.5)

教 学

后 记

1.要通过各种变形来掌握中心极限定理。

2.要多做练习掌握的近似计算。



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第四章 大数定律和中心极限定理
教学

时数
2

单元内容 4.4 中心极限定理（2） 时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标：理解中心极限定理的作用，并掌握几个中心极限定理。

能力目标：培养学生推导证明能力。

素质目标（价值观目标）：培养学生不断砖研的数学精神。

重点难点
重点：独立同分布下的中心极限定理，二项分布的近似

难点：独立不同分布下的中心极限定理

教学要求 学生复习正态分布和二项分布的相关计算。

教学方法 课堂讲授

授课方式 线下

练 习

作 业
4.4:1，2,3,22,23

参 考

资 料

[1] 陈希孺.《概率论与数理统计》.北京:科学出版社，2002.

[2] 吴传生等.《概率论与数理统计》（第三版）. 北京:高等教育

出版社，2015.

[3] 盛骤，谢式千，潘承毅.《概率论与数理统计》.北京: 高等教

育出版，2008.

注：一个教学单元是指一次理论课（2学时）或者一个完整实验。
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思政导入：中心极限定理极限分布是正态分布，是量变引起质变的
基本原理，引领同学们生活上勿以恶小而为之，勿以善小而不为，
实现个人精神的锲而不舍、金石可镂。

例4.4．6某制药厂生产的某药品，对某种疾病的治愈率为80%，

现在为了检验此治愈率，任意抽取 100 个此种病得患者进行临床试

验，如果至少有 75 人治愈，则此药品通过检验，分别在以下情况计

算此药品通过检验的可能性。

（1） 此药品的实际治愈率为 80%。

（2） 此药品的实际治愈率为 70%。

解：设��为 100 个临床受试者中治愈的人数，则

（1）��~�(100,0.8) ��~正态分布

� �� = �� = 100 × 0.8 = 80
��� �� = ��� = 100 × 0.8 × 0.2 = 16

�� − 80
4

~�(0,1)

� �� ≥ 75 = �(�� > 75 − 0.5)

= �(
�� − 80

4
>

74.5 − 80
4 ) = 1 − �

�� − 80
4

≤− 1.375

= 1 − � −1.375 = � 1.375 = 0.9155

（2）��~�(100,0.8) ��~正态分布

� �� = �� = 100 × 0.7 = 70
��� �� = ��� = 100 × 0.7 × 0.3 = 21

�� − 70
21

~�(0,1)

� �� ≥ 75 = �(�� > 75 − 0.5)

= �(
�� − 70

21
>

74.5 − 70
21

) = 1 − �
�� − 70

21
≤ 0.982

= 1 − � 0.982 = 1 − 0.8370 = 0.1630

例 4.4.7 某车间有同型号的机床 200 台，一个小时内每台机床 70%
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的时间是工作的，各台机床工作是相互独立的，工作的时候每台机

床消耗的电能为 15 千瓦（KW）.问至少要多少电能才可以有 95%的

可能性保证此车间生产正常。

解：设��为 200 台机床中同时工作的机床数，供电量为 y千瓦（kw）

则电力需求量为 15��为使工作正常，必须 15�� ≤ � 则

��~� 200,0.7 ��~正态分布

� �� = �� = 200 × 0.7 = 140
��� �� = ��� = 200 × 0.7 × 0.3 = 42

� 15�� ≤ � = �(�� ≤
�

15
) = � �� ≤

�
15

+ 0.5

= �( ��−140
42

≤
�
15+0.5−140

42
) = � � 15+0.5−140

42
≥ 0.95 又�(1.645) =

0.95

故
�
15+0.5−140

42
≥ 1.645

解得；� ≥ 2252(��)

故至少要 2252（kw）才能有 95%的概率保证此车间正常工作。

例 4.4.8 某调查公司受委托，调查某电视节目在 S市的收视率 P，

调查公司将所有调查对象看此节目的的频率作为�的估计�
^
，现在要

保证有 90%的把握，使得调查的收视率�
^
与真实的收视率�之间的差

异不大于 5%。问至少要调查多少对象？

解：设共调查 n个对象，记：

�� =
1 第�个调查对象在看此电视节目

0 第�个调查对象不看此电视节目

则�� = �=1
� ��� ~�(�, �) 则

1
� �=1

� ��� ~正态分布

�
1
�

�=1

�

��� = �
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���
1
�

�=1

�

��� =
1
�

��

1
� �=1

� ��� −�

1
���

~�(0,1)当� →+ ∞的时,有
��
�

→ �由题意

�
1
�

�=1

�

��� − � < 0.05 = �
1
� �=1

� ��� − �
�� �

<
0.05
�� �

= 2� 0.05
�
��

− 1 ≥ 0.90

� 0.05
�
��

≥ 0.95

而�（1.645） = 0.95

0.05
�
pq

≥ 1.645

又�� ≤ �+�
2

2
= 0.25,取�� = 0.25

解得� ≥ 270.6

故至少要调查 271 个对象。

定理 4.4.4 (李雅普洛夫中心极限定理)

设{��}为独立的随机变量序列，若存在� > 0，满足：

  01
1

2
2lim 








n

i
ii

nn
XE

B


 

则对于任意的 x,有

  dtexX
B

P
x tn

i
ii

nn







 2

1

2

2
1}1{lim 


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注意要点：李雅普洛夫定理的条件更宽松，对于�� = �1 + �2 +
⋯ + ��只要求独立，不需要同分布，��的密度依然是正太密度。

例 4.4.9 一份试卷由 99 个题目组成，难度由易到难排列，某学生答

对第 i题的概率为�� = 1 − �
100

，答题是相互独立的，并且要答对 60

个以上的题才算通过考试，试计算学生通过考试的概率。

解：设

�� =
1 若学生答对第�题
0 若学生答错第�题

�(�� = 1) = �� = 1 − �
100

�(�� = 0) = 1 − �� = �� = �
100

则 �=1
99 ��� ~正态分布

又�（ �=1
99 ��� ） = �=1

99 ��� = �=1
99 1 − �

100
� = 49.5

�99
2 = （

�=1

99

���(��)� ） =
�=1

99

(1 −
�

100
)(

�
100

)�

= 16.665�
�=1

99

��� ≥ 60

= � �=1
� ��� − 49.5

16.665
≥

60 − 49.5
16.665

= 1 − �(2.5735) = 0.005

故学生通过考试的概率为 0.005.

教 学

后 记

1.要通过各种变形来掌握中心极限定理。

2.要多做练习掌握的近似计算。
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