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教案（扉页）

课程名称 线性代数 总计： 40 学时

课程性质 公共必修课 学分
讲课： 40 学时

实验： 0 学时

教学目标

知识目标：通过该课程的学习，使学生掌握关于线性代数的行

列式、矩阵、线性方程组、向量的线性关系、矩阵对角化及二次型

等知识的基本概念、基本理论和基本方法。

能力目标：通过该课程的学习，提升学生的抽象思维能力、逻

辑推理能力和运算能力；初步掌握处理线性关系的基本思想和方法；

会用线性代数知识分析、解决线性模型中的实际问题的能力，为相

关的后续课程的开设做好必要的知识储备。

素质目标（思政目标）：

1.通过本课程的学习培养学生良好的学习习惯、数学素养及思

维严谨、工作务实的工作作风；

2.培养学生厚积薄发、实事求是、精益求精、一丝不苟和科学

严谨的治学态度；

3.培养学生能够用联系的、全面的、发展的观点看问题，正确

对待人生发展中的顺境与逆境，处理好人生发展中的各种矛盾，积

极向上的人生态度。

教学要求 学生需具备初等数学知识和计算技能。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

教学手段 板书、多媒体教学、线上线下混合式教学

考核方式 闭卷

教学参考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2013

备注



章节（单元）教案

要 素 行列式 内 容 n阶行列式的定义

章节名称 §1.1 n阶行列式的定义
教学

时数
2

单元内容

1.1.1 二阶与三阶行列式

1.1.2 排列与逆序

1.1.3 n阶行列式

时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标:理解二阶、三阶及 n阶行列式的定义。

能力目标:掌握二阶、三阶行列式的对角线法则及 n阶行列式的

计算方法。

思政目标：通过对线性代数在各个领域中应用的简介，激发学

生学习数学的热情，激发学生学习的主观能动性。

重点难点
重点：n阶行列式的定义。

难点：用定义法计算 n阶行列式。

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备初等数学知识和

计算技能。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业

作业：习题一 1.（2）（3） 2. 3.（3）（4）

4.（2） 6. 7.(2) (3) (4)

思考: 习题一（B）1. 2.

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014



章节（单元）教案

教学流程

导入：

（思政内容：线性代数有什么用?这是每一个圈养在象牙塔里,

在灌输式教学模式下的“被学习”的学生刚刚开始思考时的第一个

问题.我稍微仔细的整理了一下学习线代的理由,竟然也罗列了不

少,不知道能不能说服你：

1.如果你想顺利地拿到学位,线性代数的学分对你有帮助；

2.如果你想继续深造,考研,必须学好线代.因为它是必考的数

学科目,也是研究生科目《矩阵论》、《泛函分析》的基础.例如,

泛函分析的起点就是无穷多个未知量的无穷多线性方程组理论.

3.如果你想提高自己的科研能力,不被现代科技发展潮流所抛

弃,也必须学好,因为瑞典的 L.戈丁说过,没有掌握线代的人简直就

是文盲.他在自己的数学名著《数学概观》中说：

要是没有线性代数,任何数学和初等教程都讲不下去.按照现行的

国际标准,线性代数是通过公理化来表述的.它是第二代数学模型,

其根源来自于欧几里得几何、解析几何以及线性方程组理论.…,如

果不熟悉线性代数的概念,像线性性质、向量、线性空间、矩阵等

等,要去学习自然科学,现在看来就和文盲差不多,甚至可能学习社

会科学也是如此.

4.如果毕业后想找个好工作,也必须学好线代：

(1)想搞数学,当个数学家（我靠,这个还需要列出来,谁不知道

线代是数学）.恭喜你,你的职业未来将是最光明的.如果到美国打

工的话你可以找到最好的职业（参考本节后附的一份小资料）.

(2)想搞电子工程,好,电路分析、线性信号系统分析、数字滤波

器分析设计等需要线代,因为线代就是研究线性网络的主要工具；

进行 IC 集成电路设计时,对付数百万个集体管的仿真软件就需要依

赖线性方程组的方法；想搞光电及射频工程,好,电磁场、光波导分

析都是向量场的分析,比如光调制器分析研制需要张量矩阵,手机

信号处理等等也离不开矩阵运算.

(3)想搞软件工程,好,3D 游戏的数学基础就是以图形的矩阵运

算为基础；当然,如果你只想玩 3D 游戏可以不必掌握线代；想搞图

像处理,大量的图像数据处理更离不开矩阵这个强大的工具,《阿凡

达》中大量的后期电脑制作没有线代的数学工具简直难以想象.

(4)想搞经济研究.好,知道列昂惕夫（Wassily Leontief）吗?

哈佛大学教授,1949年用计算机计算出了由美国统计局的25万条经

济数据所组成的 42 个未知数的 42 个方程的方程组,他打开了研究

经济数学模型的新时代的大门.这些模型通常都是线性的,也就是

说,它们是用线性方程组来描述的,被称为列昂惕夫“投入-产出”

模型.列昂惕夫因此获得了 1973 年的诺贝尔经济学奖.

(5)相当领导,好,要会运筹学,运筹学的一个重要议题是线性规

划.许多重要的管理决策是在线性规划模型的基础上做出的.线性

规划的知识就是线代的知识啊.比如,航空运输业就使用线性规划

来调度航班,监视飞行及机场的维护运作等；又如,你作为一个大商



教学流程

场的老板,线性规划可以帮助你合理的安排各种商品的进货,以达

到最大利润.

(6)对于其他工程领域,没有用不上线代的地方.如搞建筑工

程,那么奥运场馆鸟巢的受力分析需要线代的工具；石油勘探,勘探

设备获得的大量数据所满足的几千个方程组需要你的线代知识来

解决；飞行器设计,就要研究飞机表面的气流的过程包含反复求解

大型的线性方程组,在这个求解的过程中,有两个矩阵运算的技巧：

对稀疏矩阵进行分块处理和进行 LU 分解； 作餐饮业,对于构造一

份有营养的减肥食谱也需要解线性方程组；知道有限元方法吗?这

个工程分析中十分有效的有限元方法,其基础就是求解线性方程

组.知道马尔科夫链吗?这个“链子”神通广大,在许多学科如生物

学、商业、化学、工程学及物理学等领域中被用来做数学模型,实

际上马尔科夫链是由一个随机变量矩阵所决定的一个概率向量序

列,看看,矩阵、向量又出现了.

(7)另外,矩阵的特征值和特征向量可以用在研究物理、化学领

域的微分方程、连续的或离散的动力系统中,甚至数学生态学家用

以在预测原始森林遭到何种程度的砍伐会造成猫头鹰的种群灭亡；

大名鼎鼎的最小二乘算法广泛应用在各个工程领域里被用来把实

验中得到的大量测量数据来拟合到一个理想的直线或曲线上,最小

二乘拟合算法实质就是超定线性方程组的求解；二次型常常出现在

线性代数在工程（标准设计及优化）和信号处理（输出的噪声功率）

的应用中,他们也常常出现在物理学（例如势能和动能）、微分几

何（例如曲面的法曲率）、经济学（例如效用函数）和统计学（例

如置信椭圆体）中,某些这类应用实例的数学背景很容易转化为对

对称矩阵的研究. )

在中学里，我们已经学过四则运算，也学过解方程和方程组，但仅仅局

限于解简单的方程组，比如一元二次方程，二元一次方程等，但对于多元一

次方程如何寻求一个简单有共性高效的方法，尤其在现在大量采用计算机，

程序化运算显得尤其重要。例如四元一次方程组：

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 0
2 6 4 1
3 2 8 7 1

6 2

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
     
     
     

引出今天要学的内容：行列式。

（思政内容：行列式出现于线性方程组的求解，它是数学语言

的改革，是一种速记表达方式。

它的简化的记法常常是深奥理论的源泉。

——P.S.Laplace

行列式的概念最早是由十七日本数学家关孝和提出来的（1683

年）。
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新知讲解：

一、二阶与二阶行列式

一个二元一次方程组

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

a x a x b
a x a x b

 
  

（1.1）

当 11 22 12 21 0a a a a  时，用消元法求解，得其解为

1 22 12 2
1

11 22 12 21

b a a bx
a a a b





， 11 2 1 21

2
11 22 12 21

a b b ax
a a a b





（1.2）

记

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
D a a a a

a a
  

1 12
1 1 22 12 2

2 22

b a
D b a a b

b a
  

11 1
2 11 2 1 21

21 2

a b
D a b b a

a b
   （1.3）

则

1 12

2 22 1
1

11 12

21 22

b a
b a Dx
a a D
a a

  ,

11 1

21 2 2
2

11 12

21 22

a b
a b Dx
a a D
a a

 

将D称为二阶行列式.

对于由 9个元素 ( , 1,2,3)ija i j  排成的式子，定义

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32

31 32 33

a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a

     

称为三阶行列式.

（互动环节：学生们讨论三阶行列式展开式的记忆方法，老师可

以从对角线方向加以引导，也可以从项数、符号及每项的构成方向

上加以引导）

其规律遵循图 1.1所示的对角线法则：
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图 1.1

如果三元线性方程组

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x b

  
   
   

的系数行列式

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0
a a a

D a a a
a a a

 

用消元法求解这个方程组，可得

1
1

Dx
D

 ， 2
2

Dx
D

 ， 3
3

Dx
D

 （1.5）

则

1 12 13

1 2 22 23

3 32 33

b a a
D b a a

b a a
 ，

11 1 13

2 21 2 23

31 3 33

a b a
D a b a

a b a
 ，

11 12 1

3 21 22 2

31 32 3

a a b
D a a b

a a b


例 1 计算三阶行列式

3 2 3
2 3 4
4 5 2

D  


解：按对角线法则，有

3 ( 3) 2 2 4 4 2 ( 5) 3 3 ( 3) 4 2 2 2 3 4 ( 5)
18 30 32 36 60 8 72

D                      
       

知识点巩固：

例 2 求解方程
2

1 1 1
1 2 0
6 4

x
x



解 ：方程左端的三阶行列式
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2 2

2

2 6 4 12 4
2 8

D x x x x
x x

     

  

于是得 2 2 8 0x x  
解之，得 2, 4x x   .

二、排列与逆序

定义 1 由正整数1, 2, n 组成的一个没有重复数字的 n元有序数组，称为一

个 n级排列，简称排列，记为 1 2( )ni i i .

定义 2 在一个 n级排列 1 2( )s t ni i i i i   中，如果数 s ti i ，则称数 si 与 ti 构成

一个逆序.一个 n级排列中逆序的总数称为该排列的逆序数，记为 1 2( )ni i i  .

设在一个 n级排列 1 2( )ni i i 中所有比 ( ,2, )ti t i n  大的且排在 ti 前面的

数共有 it 个，则 ti 的逆序数的个数为 it ，而该排列中所有自然数的逆序的个数

之和就是这个排列的逆序数.即





n

i
inn ttttiii

1
2121 )( 

知识点巩固：

例 3 计算排列 32514的逆序数

解 ： 因为 3排在首位，故其逆序的个数为 0；
在 2的前面比 2大的数有 1个，故其逆序的个数为 1；
在 5的前面比 5大的数有 0个，故其逆序的个数为 0；
在 1的前面比 1大的数有 3个，故其逆序的个数为 3；
在 4的前面比 4大的数有 1个，故其逆序的个数为 1.

易见所求排列的逆序数为

513010)32514( 

定义 3 逆序数为偶数的排列称为偶排列；逆序数为奇数的排列称为奇排列.

定义 4 把一个排列 1 2( )s t ni i i i i   中某两个数 si 、 ti 的位置互换，而其余数

不动，得到另一个排列 1 2( )t s ni i i i i   ，这样的变换称为一个对换，记为

( , )s ti i .

将两个相邻元素对换，称为相邻对换.
定理 1 任意一个排列经过一个对换后，改变奇偶性.也就是说，经过一次对

换，奇排列变为偶排列，偶排列变为奇排列.
证明：第一种情形，先看相邻对换的情况
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设排列为 1 1l ma a abb b  ，对换 a与 b，变为 1 1l ma a bab b  ，显然，

1 1,l ma a b b  这些元素的逆序数经过对换并不改变， a、 b两元素的逆序数

改变为：

当 a b 时，经对换后 a的逆序数增加 1而 b的逆序数不变；

当 a b 时，经对换后 a的逆序数不变而 b的逆序数减少 1.

所以，排列 1 1l ma a abb b  与排列 1 1l ma a bab b  的奇偶性改变.

第二种情形，再看一般情况.

设排列为 1 1 1l m na a ab b bc c   ，

对它做m次相邻对换，变成 1 1 1l m na a abb b c c   ；再做 1m  次相邻对

换 ， 变 成 1 1 1l m na a bb b ac c   . 总 之 ， 经 2 1m  次 相 邻 对 换 ， 排 列

1 1 1l m na a ab b bc c   变成排列 1 1 1l m na a bb b ac c   ，所以这两个排列的奇偶

性改变.
定理 2 n个自然数 ( 1)n  共有 !n 个 n级排列，其中奇偶排列各占一半.

证明： n级排列的总数为 !n 个.
设其中奇排列为 p个，偶排列为 q个，若对每个奇排列都做同一对换，则由

定理 1， p个奇排列均变成偶排列，故 p q .同理，对每个偶排列都做同一对

换，则 q个偶排列均变为奇排列，故 q p ，从而

!
2
np q  .

三、 n阶行列式的定义

通过观察三阶行列式的展开式可得如下结论：

（1） 三阶行列式共有3!项；

（2） 每项都是取自不同行、不同列的三个元素的乘积；

（3） 每项的符号取决于，当该项元素的行标按自然数顺序排列后，如

果对应的列标构成的排列是偶排列则取正号，奇排列则取负号.
所以，三阶行列式可表示为

 
321

321

321
321

)(

333231

232221

131211

)1(
jjj

jjj
jjj aaa

aaa
aaa
aaa



其中
1 2 3j j j
 为对所有 3级排列 1 2 3j j j 求和.

定义 5 由 2n 个元素 ( , 1,2 )ija i j n  排成 n行、 n列构成的记号：
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n

n

n

jjj
njjj

jjj

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa
aaa



 







21

21

21
21

)(

21

22221

11211

)1( 

（1.6）

称为 n阶行列式，其中
1 2 nj j j



表示对所有 n阶排列 1 2 nj j j 求和，行列式有时

也简记为 det( )ija 或 ija ，这里 ija 称为行列式的元素.

n阶行列式的定义具有以下规律：

（互动环节：学生们讨论 n 阶行列式展开式的特点，老师可以

从项数、符号及每项的构成方向上加以引导）

（1）行列式由 !n 项求和而成；

（2）每项是取自不同行、不同列的 n个元素乘积，每项各元素行标按自

然数顺序排列后就是行列式的一般项形式：

1 2

1 2

( )
1 2( 1) n

n

j j j
j j nja a a  

（3）若行列式每项的行标都按自然数的顺序排列，其中 1 2( )( 1) nj j j  是指

项的符号，且列序构成 n级排列 1 2( )nj j j ，若此排列为奇排列则此项取负号，

若此排列为偶排列则此项取正号，所以行列式项的符号一半为正，一半为负.

（思政内容：强调行列式的书写格式，利用行列式的规范性引

入德育元素：诚信，严谨，科学。让学生体会科学的方法论中严谨，

实事求是的重要性，从而达到培养科学思维方式的目的。）

定理 3 n阶行列式也可定义为

1 21 2( 1)
n

t
p p p nD a a a   ， (1.7)

其中， t为行标排列 1 2 np p p 的逆序数.

证明 ： 按行列式定义有

1 21 2( 1)
n

t
p p npD a a a   ，

记

1 21 1 2( 1)
n

t
p p p nD a a a  

由上面讨论知：对于 D中任一项
1 21 2( 1)

n

t
p p npa a a  ，总有且仅有 1D中某一项

1 21 2( 1)
n

s
q q q na a a  与 之 对 应 并 相 等 ； 反 之 ， 对 于 1D 中 的 任 一 项
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1 21 2( 1)
n

t
p p p na a a  ，也总有且仅有 D中某一项

1 21 2( 1)
n

s
q q nqa a a  与之对应并相

等，于是 D与 1D中的项可以一一对应并相等，从而 1D D .

例 4 计算 n阶行列式

11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0
0 0

0

n n n nn

a
a a

D a a a

a a a a







    


的值，其中 0( 1,2, , )iia i n   .

解：记行列式的一般项为

1 2

1 2

( )
1 2( 1) n

n

j j j
j j nja a a  

D中有很多项为零，现在考察有哪些项不为零.一般项中第一个元素
11 ja

取自第一行，但第一行中只有 11a 不为零，因而 1 1j  ，即D中只有含有 11a 的

那些项可能不为零，其他项均为零；一般项中第二个元素
12 ja 取自第二行，第

二行中有 21 22和a a 不为零，因第一个元素 11a 已取自第一列，因此第二个元素

不能再取自第一列，即不能取 21a ，所以第二个元素只能取 22a ，从而 22 j ，

即D中只有含 11 22a a 的那些项可能不为零，其他项均为零，这样推下去，可得

3 43, 4, nj j j n   .因此， D中只有 11 22 nna a a 这一项不为零，其他项均为

零.由于 (12 ) 0n  ，因此这一项应取正号，于是可得

11

21 22

31 32 33 11 22 33

1 2 3

0 0 0
0 0

0 nn

n n n nn

a
a a

D a a a a a a a

a a a a

 



 

    


(1.8)

称上面形式的行列式为下三角形行列式.
类似地可以证明：
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11 12 1 1 1 1

21 22 2 1 2 1 2 ( 1)
2

31 32 1 2 1 1

1 1 2 1

0 0 0
0 0 0

0 0 ( 1)

0 0 0

n n n

n n n n n

n n n

n n n nn nn

a a a a a
a a a a a
a a a a a

a a a a a



  





  

 
 
      

         
 

(1.9)
因为在给定行列式中，非零项只有一项，即

( 1)
( 1 21) 2

1 2 1 1 1 2 1 1( 1) ( 1)
n n

n n
n n n n n na a a a a a




     

同理，有

1

2 1 ( 1)
2

1 2 1

1

0 0 0
0 0 0
0 0 ( 1)

0 0 0

n

n n n

n n

n

a
a

a a a

a

 

 



   

    


(1.10)
这些结论在以后行列式的计算中可直接应用.
由行列式定义不难得出：一个行列式若有一行（或一列）中的元素皆为

零，则此行列式必为零.

知识点巩固：

例 5 计算行列式

0 0 0 1
0 0 2 0
0 3 0 0
4 0 0 0

D  .

解： 一般项为 1 2 3 4

1 2 3 4

( )
1 2 3 4( 1) j j j j
j j j ja a a a ，现考察不为零的项.

11 ja 取自第一

行，但只有 14 0a  ，故只可能 1 4j  ，同理可得 2 3j  ， 3 2j  ， 4 1j  .即行

列式中不为零的项只有 4(4321 )( 1) 1 2 3 4 24     ，所以 24D  .(或直接利用

（1.10）的结果)

例 6 已知 23 31 42 56 14ija a a a a a 是六阶行列式中的一项，求 ,i j，并确定该项的符

号.
（互动环节：提问学生，教师加以引导）

解： 由行列式的定义可知，行列式的每一项的元素均取自不同行、不

同列.所以有 6, 5i j  ，再将该项的行标按自然数的顺序排好，得

14 23 31 42 56 65a a a a a a

列标的逆序数为 (431265) 1 2 2 1 6      为偶排列故此项符号为正号.
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例 7 利用行列式的定义计算

0 0 0 1 0
0 0 2 0 0

0 2 0 0 0
1 0 0 0 0

0 0 0 0

nD n
n

n









    




.

（互动环节：留思考时间，随后提问学生，教师加以引导给出答

案）
解：

(( 1)( 2) 1)
1, 1 2, 2

(( 1)( 2) 1) (( 1)( 2) 1)

( 1)

( 1) 1 2 ( 1) ( 1) !

n n
n n n nn

n n n n

D a a a

n n n



 

 
 

   

 

     



 





所以

( 1)( 2)
2( 1) !

n n

nD n
 

 

课堂评测：

习题 1中：1.（1）3.（1）4.（1）7.（1）

内容小结：

（1）二阶与二阶行列式

对角线法则：

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
D a a a a

a a
  

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32

31 32 33

a a a
D a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a
      

（2）排列与逆序

定理 1 任意一个排列经过一个对换后，改变奇偶性.也就是说，经过一

次对换，奇排列变为偶排列，偶排列变为奇排列.
定理 2 n个自然数 ( 1)n  共有 !n 个 n级排列，其中奇偶排列各占一半.

（3） n阶行列式的定义
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321

321

321
321

)(

333231

232221

131211

)1(
jjj

jjj
jjj aaa

aaa
aaa
aaa



1 21 2( 1)
n

t
p p p na a a  

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 行列式 内 容 行列式的性质

章节名称 §1.2 行列式的性质
教学

时数
2

单元内容
1.2.1 n阶行列式的性质

1.2.2 行列式的计算
时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标:理解行列式的性质，会利用行列式的性质计算 n阶行

列式。

能力目标:通过行列式的性质的学习培养学生的数学逻辑思维

能力；通过行列式的计算培养学生灵活应用数学知识解决问题的能

力及计算能力。

思政目标:通过不同类型行列式的计算，体现了基本形式的相互

关系与转化过程，培养学生看待问题和解决问题时要抓住问题的实

质的意识与能力。

重点难点
重点：行列式的性质。

难点：利用行列式的性质计算行列式。

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备初等数学知识和

计算技能。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业

作业：习题一 8.（2）（3）（4） 9.（2）（3） 10. 11. 12.

13. 14. 15.

思考: 习题一（B）4. 7. 9.（2）（3）

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014



章节（单元）教案

教学流程

导入：
上节课我们认识了行列式并且会用行列式的定义计算一些比较特殊的行

列式，（互动环节：下面我将请一位同学来说一下行列式展开式的

特点。）但是对于一般的行列式或者是用定义法展开后项数比较多的行列式，

定义法就显得有些麻烦甚至解不出来，那么今天这一节我们由行列式的定义

推导出一些性质，用以简化行列式的计算。

引出今天要学的内容：行列式的性质。

新知讲解：

一、n 阶行列式的性质

记：

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

D







21

22221

11211

 ，

nnnn

n

n

T

aaa

aaa
aaa

D







21

22212

12111



行列式 TD 称为行列式D的转置行列式.

性质 1 行列式与它的转置行列式相等.

证明： 记 )det( ijaD  的转置行列式

nnnn

n

n

T

bbb

bbb
bbb

D







21

22221

11211



即 TD 的 ),( ji 元素为 ijb ，则 ),2,1,( njiab jiij  ，按定义

  nppp
t

nppp
tT

nn
aaabbbD  2121 2121

)1()1(

由定理 3，有   nppp
t

n
aaaD 21 21

)1( ，故 DDT  .

性质 2 互换行列式的两行（列），行列式变号.
证明：设行列式

nnnn

n

n

bbb

bbb
bbb

D







21

22221

11211

1 

是由行列式 )det( ijaD  对换 ji, 两行得到的，即当 jik , 时，

kpkp ab  ；当 jik , 时， ipjpjpip abab  , ，
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（互动环节：请同学们思考互换两行的位置后对行列式的展开

式有什么影响？）

于是











nij

nji

nji

npjpipp
t

npipjpp
t

npjpipp
t

aaaa

aaaa

bbbbD







1

1

1

1

1

11

)1(

)1(

)1(

其中， nji 1 为自然排列， t为排列 nji pppp 1 的逆序设排列

nij pppp 1 的 逆 序 数 为 1t ， 则 1)1()1( tt  ， 故 证

DaaaaD
nij npjpipp

t   
1

1
11 )1( 毕

以 ir 表示行列式的第 i行，以 ic 表示行列式的第 i列，交换 ji, 两行记为

ji rr  ，交换 ji, 两列记作 ji cc  .

性质 3 行列式的某一行（列）中所有的元素都乘以同一数 k，等于用数 k乘
此行列式.

证明 ：

kD

aaakakaaD
n

ni
n

n

ni
n

jjj
njijj

jjj

jjj
njijj

jjj



 






 
21

1
21

21

1
21

1
)(

1
)(

1 )1()1( 

把第 i行（或列）乘以 k，记作 )( kckr ii  或 .

性质 4 若行列式的某一列（行）的元素都是两数之和，例如第 i列的元素都

是两数之和：

 
 

  nnnininn

nii

nii

abaaa

abaaa
abaaa

D














21

2222221

1111211

则

nnninn

ni

ni

nnninn

ni

ni

abaa

abaa
abaa

aaaa

aaaa
aaaa

D













21

222221

111211

21

222221

111211



证明：

21

1
)(

1
)(

1
)(

21

1
1

21

1
1

21

1
1

)1()1(

)()1(

DD

abaaaa

abaaD

n

ni
ni

n

ni
ni

n

nii
ni

jjj
njijj

jjj

jjj
njijj

jjj

jjj
njijijj

jjj
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性质 5 把行列式的某一列（行）的各元素乘以同一数然后加到另一列（行）

对应的元素上去，行列式不变.

知识点巩固：

二、行列式的计算

例 1 计算行列式

0 1 1 2
1 1 0 2
1 2 1 0
2 1 1 0

D

 



 

解：

0 1 1 2
1 1 0 2
1 2 1 0
2 1 1 0

D

 



 

1 2

1 1 0 2
0 1 1 2
1 2 1 0
2 1 1 0

r r


 

 
 

3 1

4 12

1 1 0 2
0 1 1 2
0 1 1 2
0 3 1 4

r r

r r






 

 




3 2

4 23

1 1 0 2
0 1 1 2
0 0 2 4
0 0 2 2

r r

r r






 

 



4 3

1 1 0 2
0 1 1 2

1 ( 1) ( 2) ( 2) 4
0 0 2 4
0 0 0 2

r r


 

          




例 2 设 2

333231

232221

131211


aaa
aaa
aaa

，求

333231

232221

131211

32
32
936

aaa
aaa
aaa





.

解：

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

11 12 13

21 22 23

31 32 33

6 3 9 2 3
2 3 3 2 3
2 3 2 3

3 ( 2) 3 18 2 36

a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a

a a a
a a a
a a a
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例 3 计算 n阶行列式

xaaa

axaa
aaxa
aaax

D








 .

解：该行列式每行元素之和相等，此时把各列都加到第 1 列，提出第 1
列的公因子 anx )1(  ，然后将第 1 行乘以-1 分别加到其余各行， D就化为

上三角行列式，即

1)]()1([

000

00
0
1

])1([

1

1
1
1

])1([

12

1

13

21






















n

rr

rr

rr

ccc

axanx

ax

aax
aaax
aaa

anx

xaa

axa
aax
aaa

anxD

n

n



















例 4 计算

1111
00

00
00

33

22

11

aa
aa

aa

D







解：根据行列式的特点，可将第 1 列加至第 2 列，然后将第 2 列加至第

3 列，再将第 3 列加至第 4 列，这样行列式化为一个下三角行列式.

321
3

2

1

33

2

1

33

22

1

4

4321
000
000
000

1321
00

000
000

1121
00

00
000

342312

aaa
a

a
a

aa
a

a

aa
aa

a

D
cccccc












（互动环节：请同学们自己思考练习计算，老师随后给出答案，

下讲台巡视计算情况。）

例 5 证明奇数阶反对称行列式的值为零，其中，反对称行列式为下列形式的

行列式：

0

0
0

0

321

32313

22312

11312








nnn

n

n

n

aaa

aaa
aaa
aaa






其特点是元素 )( jiaa jiij  ， ）（ jiaij  0 .
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证明： 设

0

0
0

0

321

32313

22312

11312








nnn

n

n

n

aaa

aaa
aaa
aaa

D








利用行列式性质 1及性质 3的推论 1，有

D

aaa

aaa
aaa
aaa

aaa

aaa
aaa
aaa

aaa

aaa
aaa
aaa

D

n
nnn

n

n

n

n

nnn

n

n

n

nnn

n

n

n

)1(

0

0
0

0

)1(

0

0
0

0

0

0
0

0

321

32313

22312

11312

321

32313

22312

11312

321

32313

22312

11312












































当n为奇数时有 DD  ，即 0D .

（思政内容：通过练习，强调行列式性质的灵活应用，如何利

用行列式的性质化行列式为三角形，体会几种行列式基本形式的相

互关系与转化过程，体会数学化归思想。这种以“变”为突破，以

“不变”为根基的解决问题的方法是“形变质不变”的完美体现，

培养学生看待问题和解决问题时要抓住问题的实质，不要被表象迷

惑。）

课堂评测：

习题 1中：8.（1）（2） 9.（1） 12.

内容小结：
（1）行列式的性质：

性质 1 行列式与它的转置行列式相等.

性质 2 互换行列式的两行（列），行列式变号.

性质 3 行列式的某一行（列）中所有的元素都乘以同一数 k，等于用数

k乘此行列式.

性质 4 若行列式的某一列（行）的元素都是两数之和，例如第 i列的元
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素都是两数之和

性质 5 把行列式的某一列（行）的各元素乘以同一数然后加到另一列

（行）对应的元素上去，行列式不变.

（2）行列式的计算：

利用行列式的性质把行列式化成上三角形。

特殊行注意特殊解法。

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 行列式 内 容 行列式按行（列）展开

章节名称 §1.3 行列式按行（列）展开
教学

时数
2

单元内容

1.3.1 余子式、代数余子式

1.3.2 行列式按行（列）展

开定理

时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标:理解行列式的性质，会利用行列式的性质计算 n 阶行

列式。

能力目标:通过行列式的性质的学习培养学生的数学逻辑思维

能力；通过行列式的计算培养学生灵活应用数学知识解决问题的能

力及计算能力。

思政目标:通过对数学家范德蒙德在数学领域中成就的简介，培

养学生不断钻研的治学态度和勇于攀登的进步精神。

重点难点
重点：行列式的性质。

难点：利用行列式的性质计算行列式。

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备初等数学知识和

计算技能。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业

作业：习题一 8.（2）（3）（4） 9.（2）（3） 10. 11. 12.

13. 14. 15.

思考: 习题一（B）4. 7. 9.（2）（3）

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014



章节（单元）教案

教学流程

导入：
上节课我们认识了行列式并且会用行列式的定义计算一些比较特殊的行

列式，（互动环节：下面我将请一位同学来说一下行列式展开式的

特点。）但是对于一般的行列式或者是用定义法展开后项数比较多的行列式，

定义法就显得有些麻烦甚至解不出来，那么今天这一节我们由行列式的定义

推导出一些性质，用以简化行列式的计算。

引出今天要学的内容：行列式的性质。

新知讲解：

一、余子式、代数余子式

定义 1 在 n 阶行列式 D 中划去元素 ija 所在的第 i 行第 j 列后，余下的 1n 阶

行列式，称为 D 中元素 ija 的余子式，记为 ijM .再记 ij
ji

ij MA  )1( ，称 ijA 为

元素 ija 的代数余子式.

二、行列式按行（列）展开定理

定理 1 n 阶行列式 ijaD  等于它的任意一行（列）的各元素与其对应代数

余子式乘积的和，即

),,2,1(2211 niAaAaAaD ininiiii   （ 1.13）

或

),,2,1(2211 njAaAaAaD njnjjjjj  

定理 2 行列式某一行（列）的元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式

乘积之和等于零.即

)(02211 jiAaAaAa jninjiji   （1.14）

或

)(02211 jiAaAaAa njnijiji  

例 1 计算行列式

2320
0105
0013
4002

D

解： 按第 1行展开得
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88)156(422
320
105
013

)1(4
232
010
001

)1(2 4111  D

(互动环节：在这道例题中发现，使用定理 1时，应选择零元素

较多的行（或列）展开，可以简化运算)

例 2 已知 0
122
542
221











，求  .

解：

1 3 3 1
1 2 2 3 0 3 3 0 0
2 4 5 2 4 5 2 4 3
2 2 1 2 2 1 2 2 1

4 3
3

2 1
3 4 1 6
3 5 2

0

( )

( )[( )( ) ]
( )( )( )

r r c c
   

  
  





  
  

 
   
          

     

 
 

 

    
   


所以， 2,5,3  是这个  的三次方程的 3 个根.
例 3 证明范德蒙德（Vandermonde）行列式







1

11
2

1
1

22
2

2
1

21

)(

111

jin
ji

n
n

nn

n

n

n xx

xxx

xxx
xxx

D








， （1.15）

其中记号“”表示全体同类因子的乘积.

(思政内容：Vandermonde（范德蒙：法国数学家）首次对行列

式理论进行系统的阐述成为行列式的奠基人。范德蒙在高等代数方

面有重要贡献。他在 1771 年发表的论文中证明了多项式方程根的

任何对称式都能用方程的系数表示出来。他不仅把行列式应用于解

线性方程组，而且对行列式理论本身进行了开创性研究。他给出了

用二阶子式和它的余子式来展开行列式的法则，还提出了专门的行

列式符号。他还有拉格朗日的预解式、置换理论等思想，为群的观

念的产生做了一些准备工作。）

证： 用数学归纳法.因为





12

12
21

2 )(
11

ji
ji xxxx

xx
D

所以当 2n 时（1.15）式成立.现在假设（1.15）式对于 1n 阶范德蒙德行列

式成立，要证（1.15）式对 n 阶范德蒙德行列式也成立.
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为此，设法把 nD 降阶：从第 n 行开始，后行减去前行的 1x 倍，有

)()()(0

)()()(0
0

1111

1
2

13
2

312
2

2

1133122

11312

xxxxxxxxx

xxxxxxxxx
xxxxxx

D

n
n
n

nn

nn

n

n








 






按第 1 列展开，并把每列的公因子 )( 1xxi  提出，就有

22
3

2
2

32
11312

111

)())((





n
n

nn

n
nn

xxx

xxx
xxxxxxD









上式右端的行列式是 1n 阶范德蒙德行列式，按归纳法假设，它等于所

有 )( ji xx  因子的乘积，其中 2 jin .故





12

11312 )()()())((
jin

ji
jin

jinn xxxxxxxxxxD 

例 4 计算行列式

642781
16941
4321
1111

解：利用范德蒙德行列式的结论，有

12)34)(24)(23)(14)(13)(12(

4321
4321
4321
1111

642781
16941
4321
1111

333

222 

例 5 设 4阶行列式

1221
3043
1210
7301






D

求 （1） D 的代数余子式 12A
（2） 14131211 22 AAAA 

（3） 41312111 22 AAAA 

解：（1） 12A 可按定义求出， 6
121
303
120

)1( 21
12 


 A

（2） 022 14131211  AAAA （是第四行元素乘以第一行元素的代数余

子式）

（3）对于问题（3） D 中没有 1、1、2、2 这列可以构造一个新行列式
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设为：

1222
3042
1211
7301

1





D 这个行列式虽然与 D 值不同，但 1D 的代数余子

式 41312111 ,,, AAAA 与 D 的相同，对 1D 按第一列展开就有

144

`604
1802
1211
7301

22 141312111 




 DAAAA .

例 6 计算

21000
12100
01210
00121
00012

解：将原行列式记为 5D ,按第一行展开 3445 2

2100
1210
0120
0011

2 DDDD 

整理得

12312233445  DDDDDDDD
64321 12345  DDDDD .

很多行列式的计算都可以利用递推公式法求得.

*三、行列式按 k 行（列）展开定理（拉普拉斯定理）

定理 3（拉普拉斯定理）在n阶行列式中，任意取定 k 行（列） )11(  nk ，

由这 k 行（列）组成的所有 k 阶子式与它们的代数余子式的乘积之和等

于行列式 D .

例 7 用拉普拉斯定理求行列式

2100
3210
0321
0032

的值.

解：按第一行和第二行展开

110121

20
30

)1(
32
03

20
31

)1(
31
02

21
32

)1(
21
32

2100
3210
0321
0032

322131212121



 

课堂评测：

习题 1中：8.（1）（2） 9.（1） 12.

内容小结：
（1）行列式的性质：
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性质 1 行列式与它的转置行列式相等.

性质 2 互换行列式的两行（列），行列式变号.

性质 3 行列式的某一行（列）中所有的元素都乘以同一数 k ，等于用数

k 乘此行列式.

性质 4 若行列式的某一列（行）的元素都是两数之和，例如第 i 列的元

素都是两数之和

性质 5 把行列式的某一列（行）的各元素乘以同一数然后加到另一列

（行）对应的元素上去，行列式不变.

（2）行列式的计算：

利用行列式的性质把行列式化成上三角形。

特殊行注意特殊解法。

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 行列式 内 容 克拉默法则

章节名称
§1.4 克拉默法则

第一章 行列式习题课

教学

时数
2

单元内容

1.4.1 克拉默法则解线性方

程组及在齐次线性方程组上

的应用

第一章 习题课

时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标:理解和掌握克拉默(Cramer)法则及使用条件 ，掌握

齐次线性方程组非零解的判定。

能力目标:通过行列式展开定理的学习，进一步提升学生的行列

式计算能力。

思政目标:通过对数学家克拉默的简介，培养学生严谨和不断钻

研的治学态度，及为科学的献身精神。

重点难点
重点：克拉默法则应用。

难点：克拉默法则应用。

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备初等数学知识和

计算技能。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业

作业：习题一 8.（3）（4） 9.（2）（3） 10. 11. 12.

13. 14. 15.

思考: 习题一（B）4. 7. 9.（2）（3）

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014



章节（单元）教案

教学流程

导入：
同学们我们现在回忆一下本章开始，为了求解两个二元一次方程构成的

方程组，引入了二阶行列式的概念，然后指出若这个方程组的“系数行列式”

不等于 0，则方程组具有唯一解，且这个唯一解可以借助行列式符号简单的表

示。

本节我们来推广上述内容，即对一般情形下由 n个 n元线性方程构成的

方程组回答以下两个问题：

（1）满足什么条件时这个方程组有唯一解？

（2）有唯一解时这个解如何求出？

关于这两个问题我们可以用一个著名的法则——克莱姆法则，在讲克莱

姆法则之前，让我们先来认识一下数学家克拉姆：

（思政内容：（Cramer,Gabriel，瑞士数学家 1704-1752） 克

莱姆克莱姆 1704 年 7 月 31 日生于日内瓦，早年在日内瓦读书，1724

年起在日内瓦加尔文学院任教，1734 年成为几何学教授，1750 年

任哲学教授。他自 1727 年进行为期两年的旅行访学。在巴塞尔与

约翰．伯努 利、欧拉等人学习交流，结为挚友。后又到英国、荷

兰、法国等地拜见许多数学名家，回国后在与他们的长期通信 中，

加强了数学家之间的联系，为数学宝库也留下大量有价值的文献。

他一生未婚，专心治学，平易近人且德高望 重，先后当选为伦敦

皇家学会、柏林研究院和法国、意大利等学会的成员。主要著作是

《代数曲线的分析引论》（1750），首先定义了正则、非正则、超

越曲线和无理曲线等概念，第一 次正式引入坐标系的纵轴（Y 轴），

然后讨论曲线变换，并依据曲线方程的阶数将曲线进行分类。为了

确定经过 5 个点的一般二次曲线的系数，应用了著名的“克莱姆法

则”，即由线性方程组的系数确定方程组解的表达式。该法则于

1729 年由英国数学家马克劳林得到，1748 年发表，但克莱姆的优

越符号使之流传。）

新知讲解：

定理 1 （克莱姆法则）如果线性方程组
















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

①

的系数行列式不等于零，即
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0

1

111



nnn

n

aa

aa
D





，

那么，方程组（1-7）有唯一解

D
Dx 1

1  ,
D
Dx 2

2  ,…,
D
D

x n
n  , (1.16)

其中 jD （ nj ,,2,1  ）是把系数行列式D中的第 j列元素用方程组右端的

常数项代替后所得到的 n阶行列式，即

nnjnnjnn

njj

njj

j

aabaa

aabaa
aabaa

D







1,1,1

21,221,221

11,111,111







 .

证明：略.

例 1 求解下列三元线性方程组













22
52
62

321

321

321

xxx
xxx
xxx

解：系数行列式

06412142
211
112
211






D

用克拉默法则求方程组的解.因

12
212
115
216

1 




D ， 12

221
152
261

2 

D ， 6

211
512
611

3 





D ，

所以

21
1 

D
Dx , 22

2 
D
Dx , 13

3 
D
D

x

例 2 已知某圆过点 )1,2(A , )4,3(B , )1,2( P ,试求其方程及圆心和半径.

解：此题用平面解析几何的方法容易求解.这里用待定系数法求圆的方程.
设圆的一般方程为

022  cbyaxyx

点 PBA ,, 在圆上，它们的坐标满足方程，得
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0214
043169
0214

cba
cba
cba

，即

2 5
3 4 25
2 5

a b c
a b c
a b c

   
    
   

系数行列式

010328238
112
143
112




D

1

5 1 1
25 4 1 40
5 1 1

D


   


， 80
152
1253
152

2 





D ， 50
512
2543
512

3 


D ，

所以

41 
D
Da ， 82 

D
Db ， 53 

D
D

c .

圆的一般方程和标准方程分别为

058422  yxyx ，

25)4()2( 22  yx

该圆的圆心 )4,2(O ，圆的半径 5r .

定理 2 如果齐次线性方程组②的系数行列式不等于零，则齐次线性方

程组②没有非零解.
定理 3 如果齐次线性方程组有②非零解，则齐次线性方程组②的系数

行列式必为零.
例 3 问  为何值时，齐次线性方程组

1 2 3

1 2

1 3

(5 ) 2 2 0
2 (6 ) 0
2 (4 ) 0

x x x
x x
x x





   
   
   

有非零解？

解： 方程组的系数行列式为

)8)(2)(5(
402
062
225













D

若方程组有非零解，则它的系数行列式 0D ,从而有 2 ， 5 ， 8 .
容易验证，当 2 ， 5 或 8 时，齐次线性方程组有非零解.

课堂评测：

习题 1中：8.（1）（2） 9.（1） 12.

内容小结：
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（1）克拉默法则：

（克莱姆法则）如果线性方程组
















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

①

的系数行列式不等于零，即

0

1

111



nnn

n

aa

aa
D





，

那么，方程组（1-7）有唯一解

D
Dx 1

1  ,
D
Dx 2

2  ,…,
D
D

x n
n  , (1.16)

素乘以同一数然后加到另一列（行）对应的元素上去，行列式不变.

（2）克拉默法则的使用条件：

a.方程的个数与未知数的个数一样

b.系数行列式不为零。

第一章习题课：（A）

3. 求下列排列的逆序数：

⑷(  1n n  …21).

6.设 n阶行列式中有
2n n 个以上元素为零，证明该行列式为零.

7. 利用行列式的定义计算:

⑷

11 12 1, 1 1

21 22 2, 1

1,1 1,2

1

0

0 0
0 0 0

n n

n

n n

n

a a a a
a a a

a a
a





 




   



.

8. 利用行列式性质计算下列行列式:

⑷

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

x
x

x
x

 
  
 

  

.
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13. 计算行列式

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 3

1 2 3

1
1
1

1
1

n

n

n

n

x a a a
a x a a
a a x a

a a a x
a a a a











    



.

14. 计算行列式

0

1

2

1

1 1 1 1
1 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 0
1 0 0 0

n

n

a
a

a

a
a







    



， 0ia  ( i  1，2，…， n ).

17. 已知 4 阶行列式D中第 3 列元素依次为-1，2，0，1，它们的余子式依次

分别为 5，3，-7，4,求D .

19. 设

3 1 1 2
5 1 3 4
2 0 1 1
1 5 3 3

D


 




 

，

D的  ,i j 元的代数余子式记作 ijA ，求 31 32 33 343 2 2A A A A   .

20. 求 4 阶行列式

1 0 4 0
2 1 1 2
0 6 0 0
2 4 1 2

D
 






的第 4 行各元素的代数余子式之和，

即求 41 42 43 44A A A A   之值(其中 4 jA ( j  1，2，3，4)为D的第 4 行第 j

列元素的代数余子式).

29. 取何值时，齐次线性方程组

 
 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 4 0
2 3 0

1 0

x x x
x x x
x x x






   
    
    

有非零解？
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第一章习题课：（B）

8. 设 A 、 B 均为 n ( 2n  )阶行列式，则( ).

(A) A B A B   ； (B) A B A B   ；

(C) AB A B ； (D)
O A

A B
B O

 .

9. 计算下列行列式：

⑵

1 4 4 4 4
4 2 4 4 4
4 4 3 4 4
4 4 4 4 4

4 4 4 4 n






    


( n≥3)；

⑶

1 2

1 2

1 2

1 1 1
2 2 2

n

n

n

x x x
x x x

x n x n x n

  
  

  




  


( n  2).

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 矩阵 内 容

章节名称 第二章 矩阵
教学

时数
2

单元内容 2.1 矩阵的概念与计算 时间 年 月 日第 节

教学目标
理解矩阵概念

熟练掌握矩阵的加、减、数乘、乘法运算

思政目标

在讲解行列式与矩阵的区别时，虽然其外边形状很相似，但其

本质完全不同，行列式本质是一个值，后者是一个方阵，完全不同，

因此有意识的引出“现象与本质”的辩证关系，引导学生能透过现

象看本质，要善于抓住事物的本质特点。在讲解矩阵的运算中引出

规矩意识，“无规矩不成方圆”，使学生意识到遵规守距，方能造

就人生。

重点难点

教学重点：矩阵的加法、数乘、乘法运算、转置运算的运算规

则以及其运算性质。

教学难点：矩阵的乘法运算以及其性质，特别是其与多项式乘

法的区别。

教学要求

1.通过讲解引入矩阵的概念，使学生掌握矩阵的基本规律、几

类特殊矩阵（比如零矩阵、单位矩阵、对称矩阵和反对称矩阵）的

定义和性质、注意矩阵运算与通常数运算的异同。

2.通过具体例子的讲解，使学生学会矩阵的运算。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业
习题二（A） 第 1、3题

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006.

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009.

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014.



章节（单元）教案

教学流程

一、导入

矩阵是从实际问题的计算中抽象出来的一个数学概念，是

数学研究中常用的工具，它不仅在数学中的地位十分重要，而

且在工程技术各领域中也有着广泛的应用。矩阵的运算在矩阵

的理论中起着重要的作用.它虽然不是数，但用来处理实际问题

时往往要进行矩阵的代数运算。

二、讲解

2.1矩阵的概念与计算

（一）矩阵的概念

定义 1 由m n 个数 ija ( i =1，2，…，m； j =1，2，…， n )排

成的m行 n列的数表

11 12 1

21 22 2

1 1

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a




   


称为m行 n列矩阵，简称m n 矩阵.为表示它是一个整体，总是加

一个括弧，记作

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 




  


简记为 )()(AA n m ijnmij aa   .

这 m n 个数称为矩阵A 的元素，简称为元.

元素是实数的矩阵称为实矩阵,元素是复数的矩阵称为复矩阵.

注：要注意矩阵与行列式的区别。

思政内容：在讲解行列式与矩阵的区别时，虽然其外边形状很

相似，但其本质完全不同，行列式本质是一个值，后者是一个方阵，

完全不同，因此有意识的引出“现象与本质”的辩证关系，引导学

生能透过现象看本质，要善于抓住事物的本质特点。

特殊的矩阵

1.行数与列数都等于 n的矩阵，称为 n阶方阵．可记作A .

2.只有一行的矩阵 1 2( , , , )nA a a a  称为行矩阵(或行向量).



只有一列的矩阵

1

2

n

b
b

B

b

 
 
 
 
 
 

 称为列矩阵(或列向量) .

3.元素全是零的矩阵称为零距阵．可记作 O .例如：

2 2

0 0
0 0

o 

 
  
 

 1 4 0 0 0 0o  

4.形如

1

2

0 0
0 0

0 0 n

a
a

a

 
 
 
 
 
 




   


的方阵称为对角阵，记作：

),,,diagA 21 naaa （

特别的，方阵

1 0 0
0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 
 




   


称为单位阵。记作 nE

5.形如

11

21 22

1 2

0 0
0

n n nn

a
a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


的方阵称为下三角矩阵。

6.形如

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a
a a

a

 
 
 
 
 
 




   


的方阵称为上三角矩阵。

同型矩阵与矩阵相等的概念

两个矩阵的行数相等、列数相等时，称为同型矩阵.

例如

1 2 14 3
5 6 8 4
3 7 3 9

与

   
   
   
   
   

为同型矩阵.

定义 2 设 ( ) , ( )ij m n ij m nA a B b   为同型矩阵，如果对于任意 i，



( 1, 2, , ; 1, 2, , )j i m j n   ，都有 ij ija b ，则称矩阵 A与 B相等.记

作 A B .

例 1 设有 3个炼油厂以原油作为主要原料，利用 1t 原油生产

的燃油、柴油和汽油数量如下表(单位：t)：

第一炼油厂 第二炼油厂 第三炼油厂

燃油 0.762 0.476 0.286

柴油 0.190 0.476 0.381

汽油 0.286 0.381 0.571

若以 ija 表示第 i炼油厂提炼第 j种成品油的数量，则各炼油厂利

用 1t 原油提炼的成品油的数量可用矩阵表示成

0.762 0.190 0.286
0.190 0.476 0.381
0.286 0.381 0.571

A
 
   
 
 

例 2 线性变换

1 1 1

2 2 2

,
,

,n n n

y x
y x

y x







 


 



对应n阶方阵

1

2

0 0
0 0

0 0 n






 
 
  
 
 
 




  


. （2.4）

这个方阵的特点是：不在对角线上的元素都是 0.这种方阵称为

对角矩阵，简称对角阵.对角阵也记作

 1 2diag n     .

例 3 线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 1
2 3 3

3 8 1
9 3 7 7

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

    
    
    
    

这个方程组未知量系数及常数项按方程组中的顺序组成一个 4

行 5列的矩形阵如下：



1 5 1 1 1
1 2 1 3 3
3 8 1 1 1
1 9 3 7 7

   
  
 
 

 
称为该线性方程组的增广矩阵.

例 4 设

4 1 3
0 2 3

x
A

z
 

   
，

4 3
0 2

x
B

y z
 

   

已知 A B ，求 x， y， z .

解：因为 A B ，所以 1x x   ， 2y  ， 3 2z z   ，求得
1
2

x  ，

2y  ， 1z   .

（二）矩阵的运算

1. 矩阵的加法

定义 3 设有两个m n 矩阵  ijA a 和  ijB b ，那么矩阵 A与B

的和记作 A B ，则

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b
a b a b a b

A B

a b a b a b

   
     
 
 

   




  


注意：只有当两个矩阵为同型矩阵时，这两个矩阵才能进行加法运

算.

矩阵加法满足下列运算规律(设 A ,B ,C都是m n 矩阵)：

⑴ 交换律 A B B A   ；

⑵ 结合律    A B C A B C     .

设矩阵  ijA a ，记

 ijA a   ，

A 称为矩阵 A的负矩阵，显然有

 A A O   ，

因此，矩阵的减法为

 A B A B    .



2.数与矩阵相乘

定义 4 数与矩阵 A的乘积记作 A 或 A，则

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A A

a a a

  
  

 

  

 
 
  
 
 
 




  


. （2.6）

数乘矩阵满足下列运算规律(设 A，B C为m n 矩阵，， 为

数)：

(1) 结合律    A A   ；

(2)分配律   A A A      ；

(3)分配律  A B A B     .

矩阵相加与数乘矩阵，统称为矩阵的线性运算.

例 5 设矩阵

1 0 1 2
2 3 1 2
1 2 1 3

A
 
   
  

，

2 1 0 1
1 1 1 1
3 0 2 1

B
 
   
 
 

，

求3 2A B .

解 由于

3 0 3 6
3 6 9 3 6

3 6 3 9
A

 
   
  

，

4 2 0 2
2 2 2 2 2

6 0 4 2
B

 
   
 
 

，

故

7 2 3 4
3 2 4 7 5 4

9 6 1 7
A B

 
    
   

.

3.矩阵的乘法

定义 5 设 A是一个m s 矩阵， B是一个 s n 矩阵，即

11 12 1

21 22 2

1 2

s

s

m m ms

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 




  


，

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

s s sn

b b b
b b b

B

b b b

 
 
 
 
 
 




  


.

则 A与 B之乘积 AB (记作  ijC c )是一个m n 矩阵，且



1 1 2 2
1

s

ij i j i j is sj ik kj
k

c a b a b a b a b


     . （2.7）

即矩阵C AB 的第 i行第 j列元素 ijc ，是 A的第 i行 s个元素与 B的

第 j列相应的 s个元素分别相乘的乘积之和.

注意：两个矩阵 A与 B可以相乘的条件是 A的列数等于 B的行

数，否则 A与 B不可乘.

AB是以 A左乘 B的乘积， BA是以 A右乘 B的乘积.

例 6 求矩阵

4 1 2
1 1 0
0 3 1

A
 

   
 
 

，

1 2
0 1
3 0

B
 
   
 
 

的乘积 AB .

解 因为 A是3 3 矩阵， B是3 2 矩阵， A的列数等于 B的行

数，所以矩阵 A与 B可以相乘，其乘积是一个3 2 的矩阵，按定义

有

4 1 2 1 2
1 1 0 0 1
0 3 1 3 0

C AB
  

      
  
  

   4 1 1 0 2 3 4 2 1 1 2 0
1 1 1 0 0 3 1 2 1 1 0 0
0 1 3 0 1 3 0 2 3 1 1 0

            
            
           

10 7
1 3
3 3

 
   
 
 

.

注：因为 B是3 2 矩阵，A是3 3 矩阵， B的列数不等于 A的
行数，所以矩阵 B与 A不可以相乘.

例 7 设矩阵

1 1
1 1

A
  

  
 

，
1 1

1 1
B

 
   

，

求矩阵乘积 AB及 BA .
解 依据定义有

1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0

AB
      

         
，



1 1 1 1 2 2
1 1 1 1 2 2

BA
      

           
.

注：由上例可以看出：

（1）本题中 .AB BA

（2）若 ,A B 0 0，但却有 .AB  0 即

AB  0不能推出 A  0 或 .B  0

若 , ( )A A X Y  0 0 不能推出 X Y .

即消去律不成立.问题：在什么条件下成立？

要注意与数、多项式、函数进行对此，以便学生更好地掌握。

思政内容：我们不能盲目地和别人进行攀比，每个人都有自己

独特的方面，我们应该发扬自己的优点，改正自己的缺点。根据自

己的特点找到自己的人生目标，“不忘初心”，朝着目标努力奋斗。

还要培养学生的辩证主义思维。

矩阵乘法的运算规律

(1)  ABC A BC ；

(2) ( ) ( )AB AB A B    (其中是数)；

(3)  A B C AB AC   ；  B C A BA CA  

(4) EA AE A 

(5) 设 A是 n阶矩阵，则 就是 k个 A的连乘积，即
k

k

A AA A 则 k l k lA A A   lk klA A （k，l为正整数）

注意：矩阵不满足交换律，即：

AB BA ( )k k kAB A B

例 设
1 1
1 1

A
 

    
，

1 1
1 1

B
 

   



则
0 0
0 0

AB  
  
 

，
2 2

.
2 2

BA  
    

故 AB BA .

但也有例外，比如设

,
20
02








A ,

11
11











B

则有
2 2
2 2

AB
 

   

2 2
2 2

BA
 

   
.BAAB 

称 A，B是可交换的。

定义 6 设   01
1

1 axaxaxaxf m
m

m
m  

  ，系数 0a ， 1a ，…，

ma 均 为 数 域 P 中 的 数 ， A 为 P 上 一 个 n 阶 方 阵 ， 那 么

EaAaAaAa m
m

m
m 01

1
1  
  仍为 P上一个 n阶方阵，记为  Af ，

即

  EaAaAaAaAf m
m

m
m 01

1
1  
  ， (2.9)

称为 A的矩阵多项式.

例 6 设   322  xxxf ， 









34
01

A ，求  Af .

解 


























98
01

34
01

34
012A .

  




































00
00

10
01

3
34
01

2
98
01

322 EAAAf

4.转置矩阵

定义 7 设矩阵

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 




  


，

不改变每行元素的相互顺序，把 A的行依次作为同序数的列所排成

的矩阵.



11 21 1

12 22 2

1 2

m

m

n n mn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




  


称为 A的转置矩阵，记作 TA .

显然， TA 的元素 ija 就是 A的元素 jia .

矩阵的转置也是一种运算，且满足下述运算规律：

⑴  TTA A ；

⑵  T T TA B A B   ；

⑶  T TA A  (为数)；

⑷  T T TAB B A .

前三条显然成立，下面仅证明⑷.

设  ij m s
A a


 ，  ij s n

B b


 ， 记  ij m n
AB C c


  ，

 T T
ij n m

B A D d


  ，  TTC AB 与 T TB A D 均为n m 矩阵.只需证

明 TC 的元素 ijc (即C中的 jic )等于D的元素 ijd .由矩阵乘法的定义，

有

 
1

2
1 2

1
, , ,

i

s
i

ji j j js jk ki
k

si

b
b

c a a a a b

b


 
 
  
 
 
 


 ，

而

 

1

2
1 2

1
, , ,

j

s
j

ij i i si jk ki
k

js

a
a

d b b b a b

a


 
 
   
  
 


 ，

于是 ji ijc d ( i 1，2，…， n ; 1,2, ,j m  )，即 TD C ，亦即

 TT TB A AB .

例 7 设矩阵



2 0 1
1 3 2

A
 

  
 

，

1 7 1
4 2 3
2 0 1

B
 

   
 
 

，

求  TAB .

解法 1 因为

1 7 1
2 0 1 0 14 3

4 2 3
1 3 2 17 13 10

2 0 1
AB

 
              

 

，

所以

 
0 17

14 13
3 10

TAB
 
   
  

.

解法 2

( )T T TAB B A

1 4 2
7 2 0
1 3 1

 
   
  

0 17
14 13 .

3 10

 
   
  

定义 8 设 A为 n阶方阵，如果 TA A ，即 ij jia a (i，j=1，2，…，

n),则称 A为对称矩阵；如果 TA A  ，即 ij jia a  (i，j=1，2，…，

n)，则称 A为反对称矩阵。

例如：

1 2 3
2 1 1
3 1 1

A
 

   
   

是一个 3阶对称矩阵；

0 1 2
1 0 3

2 3 0
B

 
    
 
 

是一个 3阶反对称矩阵；

A为对称矩阵的充分必要条件是 TA A ；A为反对称矩阵的充分必

要条件是 TA A  。

例 8 设 A是m n 矩阵，则 TA A和 TAA 都是对称矩阵.

证 TA A是 n阶方阵，且    T TT T T TA A A A A A  。故 TA A是 n



阶对称矩阵.同理可证： TAA 是m阶对称矩阵.

定理 1

⑴ 同阶对称矩阵的和、数量乘积、方幂仍为对称矩阵；

⑵ 同阶反对称矩阵的和、数量乘积仍为反对称矩阵；

⑶ A为反对称矩阵，则当 k为奇数时， kA 为反对称矩阵；k为偶数

时； kA 为对称矩阵。

注意：两个对称矩阵的乘积未必是对称矩阵。

例如：

0 1
,

1 0
A  
  
 

1 0
0 2

B  
  
 

均为对称矩阵，但

0 2
1 0

AB  
  
 

就不是对称矩阵。

5.方阵的行列式

定义 9 由 n阶方阵 A的元素所构成的行列式(各元素的位置不

变)，称为方阵 A的行列式，记作 A 或det A.

请注意，方阵与行列式是两个不同的概念， n阶方阵是由 2n 个

数按一定方式排成的数表，而 n阶行列式则是一个数。

方阵的行列式的运算性质

⑴
TA A ；

⑵
nkA k A ( k是数)；

⑶ AB A B ；

⑷ AB BA .

例 9 设 A为三阶矩阵，且 2A   ，求
2 TA A A .

解：

 3 3 2 3 6 62 2 2 64T T TA A A A A A A A A A A A A A         



三、课堂练习

计算：

1 3
1 2 0

0 1
1 1 1

1 1

 
   
       

四、 课堂小结

1.矩阵的概念

2.矩阵的运算

五、作业

习题二（A） 第 1、3题

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第二章 矩阵
教学

时数
2

单元内容 2.2 逆矩阵 时间 年 月 日第 节

教学目标

知识目标: 掌握逆矩阵的概念及其性质。

能力目标: 掌握逆矩阵的判别，会求可逆矩阵的逆矩阵，会用

逆矩阵解矩阵方程。

思政目标：在学习矩阵的可逆不可逆时，培养学生的辩证思维

能力。同时培养学生的包容性，让学生明白世界是五彩斑斓的，不

要把自己的想法强加给别人。

重点难点
教学重点：可逆矩阵的判别、求解及其性质。

教学难点：逆矩阵的求法。

教学要求

1.通过逆矩阵及其性质的教学，使学生理解逆矩阵的作用，使

学生掌握求逆矩阵的方法，会用逆矩阵解矩阵方程。

2.通过逆矩阵的教学，使学生进一步受到辩证唯物主义观点的

教育。

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习等

授课方式 课堂讲解+课堂练习

练 习

作 业

习题二（A） 第 9、10、11、12、13、14、15、17、18 题。

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006.

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009.

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014.

http://www.so.com/s?q=%E8%A7%82%E7%82%B9&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn
http://www.so.com/s?q=%E5%90%AF%E8%92%99%E6%95%99%E8%82%B2&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn


章节（单元）教案

教学流程

一、导入

在解一元线性方程ax b 中，当 0a  时，存在一个数 1a ，使

1x a b 为方程的解。那么在解矩阵方程 Ax b 时，是否也存在一个

矩阵，使 X等于这个矩阵左乘 b.

二、讲解

2.2 逆矩阵

（一）逆矩阵的概念

定义 1 设 A为 n阶方阵，若存在 n阶方阵B，使得

.AB BA E 
则称方阵 A是可逆的，并称 B为 A的逆矩阵，简称 A的逆，记为 1A .

设B、C均为 A的逆，则有

AB BA E  ， AC CA E 
于是

   B BE B AC BA C EC C    

可见， A的逆矩阵是唯一的.

思政内容：引出“对立与统一”的辩证关系，使学生意识到现

实生活中“对立和统一”的事物比比皆是，由对立可由此知彼，因

统一能互为利用，对立与统一共同构成了美好的世界。不能要求别

人的想法和自己一样，要包容世界的多样性。

（二）方阵可逆的条件

定义 2 设 n阶方阵  ijA a ，元素 ija 在 A 中的代数余子式

为 ijA ( i , j  1,2,…, n )，则矩阵

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

A A A
A A A

A

A A A



 
 
 
 
 
 




  


(2.11)

称为 A的伴随矩阵.

定理 1 方阵 A可逆的充分必要条件是 0A  ,且如果 0A  ，

则

1 1A A
A

  (2.12)



其中 A为 A的伴随矩阵.

证明 必要性,因为 A可逆，所以存在 1A ，使 1AA E  ，从而

1 1A A E   ，所以 0A  .

充分性,由于

11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 2

1 2 1 2

0 0
0 0

0 0

n n

n n

n n nn n n nn

a a a A A A A
a a a A A A A

AA A E

a a a A A A A



   
   
        
         

  
  

        
  

同理

A A A E 

从而

AA A A A E   (2.13)

又因为 0A  ，所以

*1A A A E
A

 
   

 

由定义 1知 A可逆，且
1 1A A

A
  .

例 1 设

1 3 3
1 4 3
1 3 4

A
 
   
 
 

，

验证 A是否可逆，若可逆求其逆.

解 因为 1 0A   ，所以 A可逆。再计算

11 7A  ， 21 3A   ， 31 3A  

12 1A   ， 22 1A  ， 32 0A 

13 1A   ， 23 0A  ， 33 1A 

得

7 3 3
1 1 0
1 0 1

A

  
   
  

，

所以



1 1A A
A

 
7 3 3
1 1 0
1 0 1

  
   
  

.

定理 2 n阶方阵 A可逆的充分必要条件是存在 n阶方阵 B，使

AB E (或BA E )，并且当 A可逆时， 1B A .

证明 若 A可逆，则取 1B A ，即有 AB E .反之，若 AB E ，

等式两端取行列式，即有

1A B  .

可见 0A  ，故 A可逆.在 AB E 两端同时左乘 1A ，便得

1B A .

推论 1 对于 n阶方阵 A， B，只要有 AB E ，则 A， B都可

逆且互为逆矩阵.

例 2 若 n阶矩阵 A满足 2 2 4A A E O   ，试证 A E 可逆，并

求   1A E  .

证 因为

2 2 4A A E O   ，

即

   2 3 3 3A A A E E A A E A E E       整理得 ，

所以

   3A A E E   .

由定义知 A E 可逆，且   1 3A E A E   .

注：对于此类矩阵多项式，证明时要根据所给关系式‘凑’出所求

矩阵因子，再由定义或性质证明.

（三）可逆阵的性质

性质 1 如果 A可逆，则 1A 也可逆，且

  11A A
  .

证明 由于 1AA E  ，根据本节推论 1可知

  11A A
  .

性质 2 如果 A可逆，数 0  ，则 A 可逆，且

  1 11A A


  .



证明 由于    1 11 1A A AA E 
 

    
 

.由本节推论 1 可知性

质 2成立.

性质 3 如果 A、 B均为可逆矩阵，则 AB也可逆，且

  1 1 1AB B A   .

证明 由于      1 1 1 1 1 1AB B A A BB A AEA AA E         .由

本节推论 1即有   1 1 1AB B A   .

性质 4 如果 A可逆，则 TA 也可逆，且    1 1 TTA A
  .

证明 因为    1 1T TT TA A A A E E    ，所以

   1 1 TTA A
  .

当 0A  时，还可以定义

0A E ，  1 kkA A  ，

其中 k为正整数。这样，当 0A  ，、 为整数时，有

A A A    ，  A A
  .

例 3 设

1 3 3
1 4 3
1 3 4

A
 
   
 
 

，
2 1
5 3

B  
  
 

，

1 0
0 1
1 0

C
 
   
 
 

，

求矩阵 X ,使它满足

AXB C .

解 由于 1 0A   ， 1 0B   ，所以， 1B 存在，用 1A 左乘上

式两端， 1B 右乘上式两端，有

1 1 1 1A AXBB A CB    ，

即

1 1X A CB  .

因为



1

7 3 3
1 1 0
1 0 1

A

  
   
  

，
1 3 1

5 2
B  

   
，

于是

1 1

7 3 3 1 0 4 3 27 10
3 1 3 1

1 1 0 0 1 1 1 8 3
5 2 5 2

1 0 1 1 0 0 0 0 0
X A CB 

         
                                         

.

注： 对于标准矩阵

, ,AX B XA B AXB C  

利用矩阵乘法的运算规律和逆矩阵的运算性质，通过在方程两边左

乘或右乘相应矩阵的逆矩阵，可以求出其解分别为

1 1 1 1, , .X A B X BA X A CB     

而其他形式的矩阵方程，则可以通过矩阵的有关性质转化为标准方

程再进行求解.

例 4 设 A可逆，且 1A B A B   ，证明 B可逆，当

2 6 0
0 2 6
0 0 2

A
 
   
 
 

时，求B .

解 由 1 1A B A B A EB      ，得

  1A E B A   .

于是
1 0A E B A    ，所以 A E  可逆，

    11 11B A E A A A E A E A
              ，

其中

8 2 6 0 1 1 0
8 0 2 6 6 0 1 1

8 0 0 2 0 0 1
A E A

     
              
     
     

.

按逆矩阵的运算律和求逆公式，易得

1 1 1
1 0 1 1
6

0 0 1
B

 
   
 
 

.



性质 5 如果 A可逆，
11A A   ，即  1 1det

det
A

A
  .

证明 因为 1AA E  ，所以
1 1A A  ， 0A  ，因此

11 1A A
A

   .

必须注意， A，B都可逆， A B 不一定可逆.即使 A B 可逆，

  1 1 1A B A B     .

例 5 若三阶矩阵 A 的伴随矩阵为 A ，已知
1
2

A  ，求

  13 2A A  的值.

解
1 11

2
A A A A    ，

 
3

11 1 1 11 1 3 3 163 2 2
3 2 2 2 27

A A A A A A                 
 

三、课堂练习

求下列矩阵的逆矩阵：

2 2 3
1 1 0
1 2 1

 
  
  

四、 课堂小结

1.逆矩阵的定义、判定、求解；

2.逆矩阵的性质。

五、作业

习题二（A） 第 9、10、11、12、13、14、15、17、18 题

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 内 容

章节名称 第二章 矩阵
教学

时数
2

单元内容 2.3 矩阵分块法 时间 年 月 日第 节

教学目标

理解分块矩阵概念，掌握分块矩阵的性质及计算方法，认识分

块矩阵在矩阵理论中的地位和作用。

思政目标

在分块矩阵的教学过程中向学生渗透“化整为零，化繁为简”

的数学思想，即把复杂的问题分解而成若干个简单的问题，然后各

个击破，从而使复杂问题简单化，从而得到解决，同时也提高学生

对知识的应用能力，培养学生的逻辑推理能力，也培养了学生在今

后的实际生活中处理复杂问题的能力。

重点难点
教学重点：理解分块矩阵概念

教学难点：掌握分块矩阵运算方法。

教学要求

1.理解分块矩阵的概念；

2.掌握分块矩阵的运算法则；

3.会用分块矩阵解决各种实际问题。

教学方法 课堂讲授、课堂讨论、课堂练习等

授课方式 课堂讲解+课堂练习

练 习

作 业
习题二（A）第 25 题

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014



章节（单元）教案

教学流程

一、导入

分块矩阵是线性代数中的一个重要内容，是处理阶数较高的矩

阵时常采用的技巧，也是数学在多领域的研究工具。对矩阵进行适

当分块，可使高阶矩阵的运算可以转化为低阶矩阵的运算，同时也

使原矩阵的结构显得简单而清晰，从而能够大大简化运算步骤，或

给矩阵的理论推导带来方便。有不少数学问题利用分块矩阵来处理

或证明，将显得简洁、明快。

二、讲解

2.3 矩阵分块法

（一）分块矩阵的概念

用若干条位于行与行之间的横线及若干条位于列与列之间的

纵线,将矩阵 A分成若干小矩阵，每个小矩阵都称为 A的子块，以子

块为元素形式的矩阵称为分块矩阵.它的元素不再是数，而是矩阵.

将矩阵分割成分块矩阵的方法称为矩阵的分块法.

例如，将3 4 矩阵

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
A a a a a

a a a a

 
   
 
 

分成子块的分法很多，下面举出 4种分块形式：

⑴

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
a a a a

a a a a

 
 
 
 
 
 




    


；⑵

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
a a a a

a a a a

 
 
 
 
 
 

 
 

     
 

；

⑶

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

a a a a

a a a a

 
 
 
 
 
 
 
 

   

   
；⑷

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
a a a a
a a a a

 
 
 
 
 

  
  
  

；

分法⑴可记为

11 12

21 22

A A
A

A A
 

  
 

，

其中

11 12
11

21 22

a a
A

a a
 

  
 

，
13 14

12
23 24

a a
A

a a
 

  
 

，

 21 31 32A a a ，  22 33 34A a a ，



即 11A ， 12A ， 21A ， 22A 为 A的子块，而 A形式上成为以这些子块为

元素的分块矩阵。

例如，设

1 0 0 1 2
0 1 0 2 3
0 0 1 3 4
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2

A

 
 
 
 
 
 
 
 

，

根据矩阵 A的特点，可采取如下的分法：

1 0 0 1 2
0 1 0 2 3
0 0 1 3 4

0 0 0 2 0
0 0 0 0 2

A

 
 
 
 

  
 
 
  
 





     



.

显然， 11 3A E 是 3阶单位矩阵，而

12

1 2
2 3 .
3 4

A
 
   
 
 

是3 2 矩阵； 21 2 3A O  是零矩阵； 22 22A E .从而 A可以看成是由

这 4个子块组成的分块矩阵，即

3 1211 12

2 3 221 22 2
E AA A

A
O EA A 

  
    
   

.

结论：根据研究问题的实际需要，将矩阵进行分块，可以使矩阵的

结构变得更加清晰，有利于矩阵的计算。

（二）分块矩阵的运算

1. 分块矩阵的加法

设 A，B都是m n 矩阵，采用相同的分块方法，得到分块矩阵

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

A A A
A A A

A

A A A

 
 
 
 
 
 




  


，

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

B B B
B B B

B

B B B

 
 
 
 
 
 




  


，

其中子块 ijA 与 ijB 同型.规定



11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

t t

t t

s s s s st st

A B A B A B
A B A B A B

A B

A B A B A B

   
     
 
 

   




  


.

如果两个同型矩阵的分块方法相同，它们相加时，即把对应的

子块相加，而每对子块之间的加法，则按着普通矩阵的加法进行运

算。

2. 分块矩阵的数乘

设为一个常数， A的分块矩阵为

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

A A A
A A A

A

A A A

 
 
 
 
 
 




  


，

则规定

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

A A A
A A A

A

A A A

  
  



  

 
 
 
 
 
 




  


.

数乘分块矩阵就是用数遍乘矩阵中的每个子块，而数乘子块则

按普通矩阵的数乘运算进行 。

3. 分块矩阵的乘法

设 A为m s 矩阵， B为 s n 矩阵，分块为

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

A A A
A A A

A

A A A

 
 
 
 
 
 




  


，

11 12 1

21 22 2

1 2

r

r

t t tr

B B B
B B B

B

B B B

 
 
 
 
 
 




  


，

其中 1iA ， 2iA ，…， itA 的列数分别等于 1 jB ， 2 jB ，…， tjB 行数，则

规定

11 12 1

21 22 2

1 2

r

r

s s sr

C C C
C C C

AB

C C C

 
 
 
 
 
 




  


，

其中
1

t

ij ik kj
k

C A B


 ( i 1，2，…， s； j  1，2，…， r ).

说明：对 A 的列的分法一定要与对 B 的行的分法一致，而对 A

的行的分法和对 B 的列的分法可以随意。两个分块矩阵相乘，即是

以子块为元素按矩阵的乘法规则相乘。此时期相应的子块是可乘的，



并按普通矩阵的乘法规则相乘。可以证明，按分块矩阵乘法所得的

结果与不分块作乘法所得的结果是相同的。

例 1 设

1 0 0 0
0 1 0 0
1 2 1 0

1 1 0 1

A

 
 
 
 
 
 

，

1 0 1 0
1 2 0 1

1 0 4 1
1 1 2 0

B

 
  
 
 
  

，

求 AB .

解 把 A，B分块成

1

1 0 0 0
0 1 0 0

1 2 1 0
1 1 0 1

E O
A

A E

 
 
       
    
 
 




    



，

11

21 22

1 0 1 0
1 2 0 1

1 0 4 1
1 1 2 0

B E
B

B B

 
        
   
 
   




    



，

则

11 11

1 21 22 1 11 21 1 22

E O B E B E
AB

A E B B A B B A B
    

          
.

而

1 11 21

1 2 1 0 1 0 3 4 1 0 2 4
1 1 1 2 1 1 0 2 1 1 1 1

A B B
            

                              
,

1 22

1 2 4 1 3 3
1 1 2 0 3 1

A B
     

        
     

，

于是

1 0 1 0
1 2 0 1
2 4 3 3
1 1 3 1

AB

 
  
 
 
 

.

如果直接计算 A与 B的乘积，有



1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 1 2 0 1 1 2 0 1
1 2 1 0 1 0 4 1 2 4 3 3

1 1 0 1 1 1 2 0 1 1 3 1

AB

    
          
     
    

      

.

4. 分块矩阵的转置

设分块矩阵

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

A A A
A A A

A

A A A

 
 
 
 
 
 




  


，

则

11 21 1

12 22 2

1 2

T T T
s

T T T
T s

T T T
t t st

A A A
A A A

A

A A A

 
 
   
  
 




  


.

分块矩阵 A的转置，不仅要把分块矩阵 A的每一行变为同序号

的列，还要把 A的每一个子块 ijA 取转置.

5. 分块对角矩阵

设 A为 n阶矩阵，若 A的分块矩阵只有在主对角线上有非零子

块，其余子块都为零矩阵，且非零子块都是方阵，即

1

2

s

A
A

A

A

 
 
 
 
 
 

 ， (2.15)

其中 ( 1, 2, , )iA i s  都是方阵，那么称 A为分块对角矩阵.

注意：对角矩阵可以看成是分块对角矩阵的特例(每个子矩阵都是 1

阶方阵)，但是，一般的分块对角矩阵不一定是对角矩阵。

对于分块对角矩阵，可求得

1 2 sA A A A  .

由此可知 0a  的充分必要条件是 0( 1,2, , ).iA i s   从而可知分

块对角矩阵 A可逆的充分必要条件是 0( 1,2, , )iA i s   均可逆.并

且当 A可逆时，有



1
1

1
1 2

1

.

s

A
A

A

A








 
 
   
  
 



例 2 设 5阶方阵

8 5
3 2

7
2 3
3 5

A

 
 
 
 
 
 
   

，

求逆矩阵 1A .

解 将矩阵 A划分成分块对角矩阵  1 2 3diag , ,A A A A ，其中

1

8 5
3 2

A  
  
 

，  2 7A  ， 3

2 3
3 5

A  
    

.

由公式计算出

1
1

2 5
3 8

A  
   

，
1

2
1
7

A    
 

，
1

3

5 3
3 2

A  
    

，

因此

1

2 5
3 8

1
7

5 3
3 2

A

 
  
 

  
 
 
   

.

思政内容：在教学过程中向学生渗透“化整为零，化繁为简”

的数学思想，即把复杂的问题分解而成若干个简单的问题，然后各

个击破，从而使复杂问题简单化，从而得到解决，同时也提高学生

对知识的应用能力，培养学生的逻辑推理能力，也培养了学生在今

后的实际生活中处理复杂问题的能力.

要想有所成就，就必须脚踏实地地做好身边的每一件小事，只

有小事都做好了，才可以成就大目标。每一件小事做好了也一定可

以成就大目标.

三、课堂练习

用矩阵的分块求下列矩阵的逆矩阵：



5 2 0 0
2 1 0 0
0 0 1 2
0 0 1 1

 
 
 
 
 
 

四、小结：

1.分块矩阵的概念

2.分块矩阵的运算

五、作业

习题二（A）第 25 题

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 初等矩阵与线性方程组 内 容 矩阵的初等变换

章节名称 §3.1 矩阵的初等变换
教学

时数
2

单元内容

1. 矩阵初等变换的定义

2. 初等矩阵

3. 初等变换的应用

时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标:1.掌握矩阵初等变换与初等矩阵 2.理解行阶梯形与行最

简形

能力目标:掌握初等变换法求逆矩阵与解矩阵方程

素质目标（价值观目标）:通过本节课学习，提升学生学习数学的兴

趣及应用数学的意识。

思政目标：培养学生高尚的人格和情操，树立起为祖国奋斗的远大

理想.

重点难点
重点：矩阵的初等变换与初等矩阵

难点：用初等变换方法求逆矩阵

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备矩阵和行列式的

简单计算。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业

作业：习题三 3（1）（2）（3）（4）

思考: 习题三（B）4. 6

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014



章节（单元）教案

教学流程

问题导入：

1.在计算行列式时，可以将某一行元素都乘以 k，加到另一行上，或者将

某一行的公倍数提到行列式外。那么矩阵的元素，也能做类似的变换吗？

2.行列式的某一行元素都乘以 k加到另一行上，行列式的值不变。如果矩

阵的某一行元素都乘以 k 加到另一行上，变换前后的矩阵相等吗?

3.基于问题 1、2，思考能否将一个矩阵中的元素化成只有 0 或者 1？

（请同学们互相讨论，自由回答）

思政元素

介绍中国著名数学著作《九章算术》，九章算术成书于公元 1 世纪左右，

书中第八章方程采用分离系数的方法表示线性方程组，相当于现在所讲的矩

阵，解线性方程组时采用了直除法，与本次课将要介绍的矩阵初等行变换一

致。这是世界上最早的完整线性方程组的解法。而在西方是直到 17 世纪才由

莱布尼兹提出完整的线性方程组的求解法则。单就线性代数的发展而言，中

国是早于其他国家的。之后以线性方程组的求解为例引入矩阵的初等变换，

矩阵初等变换包含初等行变换和初等列变换，各三种类型。

（思政目标：弘扬中国文化，增强民族自豪感及文化自信心；激发学生

学习数学的热情，培养学生科学严谨的治学态度）

新知讲解：

矩阵的初等变换是处理矩阵问题的一种基本方法, 它在矩阵的秩、逆矩

阵和线性方程组的求解中发挥着极其重要的作用.

一、矩阵的初等变换

定义1 设  ij m n
A a


 ，则以下三种变换称为矩阵 A的初等行(列)变换.

⑴ 交换 A的两行(列)；

⑵ 用一个非零常数 k乘以 A的某一行(列)；

⑶ 用一个数乘以 A的某一行(列)的各元素后再加到 A的另一行(列)对

应的元素上去.

矩阵的初等行变换与初等列变换，统称为初等变换.

为了书写方便，常用下面的记号表示矩阵的初等变换.交换 i，j两行(列)

记为 i jr r ( i jc c )，用非零常数 k 乘矩阵的第 i 行(列)记为



教学流程

ir k ( ic k ) ， 第 j 行 ( 列 ) 的 k 倍 加 到 第 i 行 ( 列 ) 上 去 记 为

i jr kr ( i jc kc ).

矩阵的三种初等变换都是可逆的，且其逆变换是同一类型的初等变换，

具体地说，有下面性质：

⑴ 若 i jr rA B ，则 i jr rB A ；

⑵ 若 ir kA B ，则

1
ir kB A


 ；

⑶ 若 i jr krA B ，则 i jr krB A .

如果矩阵 A经过有限次初等变换变成矩阵B，则称矩阵 A与 B等价，记

作 A B .

（课堂思考：初等变换下矩阵是等价的，那么初等变换到底改变什么而什么

没有变，造成的影响是什么？）

思政目标：从矩阵初等变换下的等价性引出变与不变的辩证关系，融入辩证

唯物主义哲学思想，让学生明白学好辩证法是深入理解线性代数的关键。

矩阵之间的等价关系具有下列性质：

⑴ 反身性： A A ；

⑵ 对称性：若 A B ，则 B A ；

⑶ 传递性：若 A B ，B C ，则 A C .

例如，设矩阵

1 2 1 2
2 2 0 2
1 4 3 4

A
 

   
  

，

对矩阵 A施行初等行变换，有

2
2 1

1 2 3 1

1
2

1 2 1 2 1 1 0 1 1 1 0 1
2 2 0 2 1 2 1 2 0 1 1 1
1 4 3 4 1 4 3 4 0 3 3 3

r r r
r r r rA
 
 

       
               
            

3 23
1

1 1 0 1
0 1 1 1
0 0 0 0

r r A

 
    
 
 

.

称 1A为一个行阶梯形矩阵，它有以下特点：

⑴ 矩阵的所有元素全为 0 的行(如果存在的话)都集中在矩阵的最下面；

⑵ 每行左起第一个非零元素(称为首非零元)的下方元素全为 0.

即

1

1 1 0 1
0 1 1 1
0 0 0 0

A
 

   
 
 

,



教学流程

若对 1A再施行初等行变换，得

1 2
1 2

1 0 1 0
0 1 1 1
0 0 0 0

r rA A

 
    
 
 

.

行阶梯形矩阵 2A 称为矩阵 A的行最简形矩阵.若对 2A 再施行初等列变

换，得

2 1

3 2
4 2

2 3

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

c c
c c
c c

A A



 
   
 
 

.

我们称 3A 为矩阵 A的等价标准形矩阵.其特点是 3A 的左上角是一个单位矩

阵，其余元素全为 0。

对于m n 矩阵 A，总可经过初等变换(行变换和列变换)把它化为等价

标准形

rE O
C

O O
 

  
 

，

显然，行最简形矩阵只需再作适当的初等列变换，就能化为标准形矩阵.

注：在理论表述或证明中，常用记号“~”，在对矩阵作初等变换运算的

过程中常用记号“”.
强调书写格式，利用矩阵初等变换的规范性引入德育元素：诚信，严谨，

科学。

（思政目标：让学生体会科学的方法论中严谨，实事求是的重要性，从

而达到培养科学思维方式的目的。）

二、初等矩阵

定义 2 对单位矩阵 E施行一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵.

初等矩阵包括以下三类矩阵.

⑴ 将单位矩阵 i , j两行(列)对换得到的矩阵，记作 ( , )E i j ;

1

0 1
1

( , )
1

1 0

1

i

E i j

j

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


  

 
  
 
  



第 行

第 行

⑵ 以数 0k  乘单位矩阵 E的第 i行(列)得到的矩阵，记作 ( ( ))E i k .
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1

1
( ( ))

1

1

E i k k i

 
 
 
 
   
 
 
 
 
 





第行

⑶ 将单位矩阵 E第 j行的 k倍加到第 i行(或第 i列的 k倍加到第 j列)

得到的矩阵称为初等消去矩阵，记作 ( , ( ))E i j k .

1

1
( , ( ))

1

1

k i
E i j k

j

 
 
 
 
   
 
 
 
 
 







第 行

第 行

初等矩阵具有以下性质：

⑴ 初等矩阵的转置矩阵仍为初等矩阵；

⑵ 初等矩阵均为可逆矩阵，并且其逆矩阵仍为同类型的初等矩阵.其中

1( , ) ( , )E i j E i j  ；

1 1( ( )) ( ( ))E i k E i
k

  ( 0k  )；

1( , ( )) ( , ( ))E i j k E i j k   .

例 1 设矩阵

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
   
 
 

，

求  1,3E A；  1,3AE ；   2E k A；   1,3AE k .

解 将矩阵按行分块得

1

2

3

A
A A

A

 
   
 
 

，

按列分块得

 1 2 3, ,A B B B ，

则根据矩阵的分块乘法有
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1 3 31 32 33

2 2 21 22 23

3 1 11 12 13

0 0 1
1,3 0 1 0

1 0 0

A A a a a
E A A A a a a

A A a a a

      
              
      
      

，

 1,3AE

   
13 12 11

1 2 3 3 2 1 23 22 21

33 32 31

0 0 1
, , 0 1 0 , ,

1 0 0

a a a
B B B B B B a a a

a a a

   
        
   
   

  2E k A
1 1 11 12 13

2 2 21 22 23

3 3 31 32 33

1 0 0
0 0
0 0 1

A A a a a
k A kA ka ka ka

A A a a a

      
              
      
      

，

  1,3AE k    1 2 3 1 2 1 3

1 0
, , 0 1 0 , ,

0 0 1

k
B B B B B kB B

 
    
 
 

11 12 11 13

21 22 21 23

31 32 31 33

a a ka a
a a ka a
a a ka a

 
   
  

.

（课堂活动：由一般到特殊，让学生互相讨论，自由回答得出一般结论）

可以验证以下结论：

⑴ 以m阶初等矩阵 ( , )E i j 左乘矩阵 m nA  ，其结果是互换 A的 i , j两

行；以n阶初等矩阵 ( , )E i j 右乘 m nA  ，其结果就是互换 A的 i , j两列.

⑵ 以m阶初等矩阵 ( ( ))E i k 左乘 m nA  ，其结果就是将 A的第 i行乘以数

k；以 n阶初等矩阵 ( ( ))E i k 右乘 m nA  ，其结果就是将 A的第 i列乘以数 k .

⑶ 以m阶初等矩阵 ( , ( ))E i j k 左乘 m nA  ，其结果就是将 A的第 j行的乘

以数 k加到第 i行；以 n阶初等矩阵 ( , ( ))E i j k 右乘 m nA  ，其结果就是将 A的

第 i列乘以数 k加到第 j列.

定理 1 用初等矩阵左乘 A，相当于对 A施行相应的初等行变换；用初

等矩阵右乘 A，相当于对 A施行相应的初等列变换.

三、初等变换的应用
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1. 求逆阵

在第二章第二节中, 给出了矩阵 A可逆的充要条件的同时, 也给出了利

用伴随矩阵求逆矩阵 1A 的一种方法, 即 ,
||

1 *1 A
A

A  该方法称为伴随矩阵

法.
课堂活动：提问学生，复习旧知，引出新知

思政目标：引导学生自主讨论，培养学生自主学习的能力和协同合作的精神

对于较高阶的矩阵, 用伴随矩阵法求逆矩阵计算量太大, 下面介绍一种

较为简便的方法初等变换法

定理 2 若方阵 A可逆， A可以经过有限次的初等行变换(初等列变换)

化为单位矩阵 E ,即 A E .

证明 对于任何 n阶方阵 A都存在初等矩阵 1 2, , , lP P P ，使得

2 1lP P PA U ( n阶行最简形矩阵).

推论 1 可逆矩阵 A可表示为有限个初等矩阵的乘积.

证明 由定理 2 可知，若 A可逆，则存在初等矩阵 1 2, , , lP P P ，使

2 1lP P PA E ，

由于初等矩阵均为可逆矩阵，所以有

1 1 1 1 1 1
1 2 1 2l lA P P P E P P P        .

设 A可逆，则 A E ，所以存在有限个初等矩阵 1 2, , , lP P P ，使

2 1lP P PA E ， ⑴

两端同时右乘
1A
，便有

1
2 1lP P PE A . ⑵

⑴式表明 A经过一系列初等行变换变成 E，⑵式则表明 E经过同一系列初等

行变换变成
1A
.利用分块矩阵形式，⑴式和⑵式合并为

   12 1 , ,lP P P A E E A ，

即对 2n n 矩阵  ,A E 施行初等行变换，当把 A变成 E时，原来的 E就变

成
1A
.
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例 2 设

1 2 3
2 1 2
1 3 4

A
 
   
 
 

，求
1A
.

解

  2 1

3 1

2

1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0
2 1 2 0 1 0 0 3 4 2 1 0
1 3 4 0 0 1 0 1 1 1 0 1

r r
r rA E 


   
          
      

2 3 3 23

1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1
0 3 4 2 1 0 0 0 1 5 1 3

r r r r 

   
         
          

1 3 1 2

2 3

3 2

1 2 0 14 3 9 1 0 0 2 1 1
0 1 0 6 1 4 0 1 0 6 1 4
0 0 1 5 1 3 0 0 1 5 1 3

r r r r
r r
 


    
         
         

 3 1

1 0 0 2 1 1
0 1 0 6 1 4
0 0 1 5 1 3

r  

 
   
   

故

1

2 1 1
6 1 4
5 1 3

A

 
   
   

.

例 2 的讲解一定要详细完整，带领学生对刚刚总结得出的解法准确运用，熟

悉逆矩阵求解步骤。

2. 用初等变换法解矩阵方程

设矩阵 A可逆，则求解矩阵方程 AX B 等价于求矩阵
1X A B ，即

)( BA  初等行变换 )( 1BAE  .

这样就给出了用初等行变换求解矩阵方程 AX B 的方法.

例 3 求矩阵 X ，使 AX B ，其中

1 2 3
2 2 1
3 4 3

A
 
   
 
 

，

2 5
3 1
4 3

B
 
   
 
 

.

解 2 1

3 1

2
3

1 2 3 2 5 1 2 3 2 5
( ) 2 2 1 3 1 0 2 5 1 9

3 4 3 4 3 0 2 6 2 12

r r
r rA B 
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1 31 2

3 2 2 3

2
5

1 0 2 1 4 1 0 0 3 2
0 2 5 1 9 0 2 0 4 6
0 0 1 1 3 0 0 1 1 3

r rr r
r r r r


 

    
            
           

即得  
2

2

1
2
1

1 0 0 3 2
0 1 0 2 3
0 0 1 1 3

r

r

   
 
 

 
    
 
 

3 2
2 3
1 3

X
 
    
 
 

.

课堂活动：提问本节使用初等变换解决求矩阵的逆和解矩阵方程，各自的步

骤是什么？优缺点是什么？

思政目标：通过比较不同的方法计算逆矩阵和矩阵方程的计算，锻炼学生的

计算能力，培养学生认真细致的学习态度。

课堂评测

1. 化下列矩阵 A 为矩阵的标准形式 .
523
012
101


















A

2. 求矩阵




















523
012
101

A 的逆矩阵.

通过课堂练习，帮助学生及时复习，并提前熟悉下次课内容。

内容小结

1. 初等变换

（1）交换矩阵中的第 i行（列）与第 j行（列）的元素，记作 i jr r 或 i jc c ；

（2）用一个非零常数 k乘矩阵的第 i行（列），记作 ikr 或 ikc ；

（3）矩阵的第 j行（列）元素的 k倍加到第 i行（列）对应元素上，记作 i jr kr

或 j ikc c . （注意：第 i行（列）的元素并没有改变）.

矩阵的初等行或列变换统称为初等变换.

矩阵等价

若矩阵 A经过有限次初等变换变成矩阵 B , 则称矩阵 A与 B等价, 记为
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BA ~ （或 BA ）.

等价关系的性质

(1) 反身性 AA ~ ;
(2) 对称性 若 BA ~ ,则 AB ~ ;

(3) 传递性 若 BA ~ , CB ~ ,则 CA ~ .

行阶梯形矩阵：可画出一条阶梯线，线的下方全为零，每个台阶只有一行，

台阶数即是非零行的行数阶梯线的竖线（每段竖线的长度为一行）后面的第

一个元素为非零元，也是非零行的第一个非零元。

行最简形矩阵：行阶梯矩阵中非零行的第一个非零元为 1，且这些非零元所

在的列的其他元素都为 0.

标 准 型： 对行 最简 形矩 阵再 施以 初等 列 变换 ，可 以变 换为 形如

r

m n

E O
F

O O


 
  
 

的矩阵，称为标准型。标准形矩阵是所有与矩阵 A 等价的

矩阵中形状最简单的矩阵。

2.初等矩阵

由单位矩阵经过一次初等变换得到的方阵称为初等矩阵。

初等矩阵的性质

（1）对 A施行一次初等行变换，相当于在 A的左边乘以相应的 m 阶初等矩阵；

~ ;
r

A B m P PA B 即 存在 阶可逆矩阵 ，使

（2）对 A施行一次初等列变换，相当于在 A的右边乘以相应的 n 阶初等矩阵；

即 ~ ;
c

A B n Q AQ B 存在 阶可逆矩阵 ，使

3.初等变换的应用

（1）求逆矩阵：

 1( | ) |A E E A初等行变换

（2）解矩阵方程



)( BA  初等行变换 )( 1BAE 

教 学

后 记

1.本节概念较多，注意初等变换，初等矩阵，矩阵等价等概念以及逆矩阵

及矩阵乘法的应用的具体解法。

2.通过比较不同的方法计算逆矩阵和矩阵方程的计算，锻炼学生的计算能

力，培养学生认真细致的学习态度。



章节（单元）教案

要 素 初等矩阵与线性方程组 内 容 矩阵的秩

章节名称 §3.2 矩阵的秩
教学

时数
2

单元内容
1.矩阵的秩的概念

2.用初等变换求矩阵的秩
时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标:1 理解矩阵秩的定义 2熟练掌握初等变换求矩阵的秩.

能力目标:培养学生的数学语言表达能力；培养学生的自学与自律、

协作科研能力.

素质目标:通过本节课学习，提升学生学习数学的兴趣及应用数学的

意识.

思政目标：熟悉辩证唯物主义哲学思想，树立正确价值观.

重点难点
重点：矩阵的秩的概念及其求法

难点：矩阵的秩的概念及其求法

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备矩阵和行列式的

简单计算。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业

讨论: 习题三 1 （1）（2）（3）（4）9

作业：习题三 1 （1）（2）（3）（4）9

思考: (B)9. 10. 11

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014
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问题导入：

1. 两个矩阵相等的定义是什么？矩阵等价的定义是什么？

2. 矩阵等价的性质有哪些？

3. 猜想矩阵经过初等变换后有哪些核心的性质没有改变？

（请同学们互相讨论，自由回答）

思政元素：通过类比学生在大学四年生活中的每一次变化，例如，学到了新

的技能、掌握了新的知识，都像是做了一次初等变换每一次变化不是显著的，

但是这一次次“初等变换”，使同学们变得更有学识和能力。

（思政目标：弘扬中国文化，增强民族自豪感及文化自信的热情，培养学生

科学严谨的治学.）
矩阵的秩的概念是讨论向量组的线性相关性、深入研究线性方程组等问

题的重要工具. 从上节已看到，矩阵可经初等行变换化为行阶梯形矩阵，且

行阶梯形矩阵所含非零行的行数是唯一确定的, 这个数实质上就是矩阵的

“秩”,鉴于这个数的唯一性尚未证明，在本节中，我们首先利用行列式来定

义矩阵的秩，然后给出利用初等变换求矩阵的秩的方法.

新知讲解：

一、矩阵的秩的概念

定义 1 在m n 矩阵 A中，任取 k行 k列(1≤ k≤  min ,m n )，位于

这些行、列交叉处的
2k 各元素，不改变它们在 A中所处的位置次序而得到的

k阶行列式，称为矩阵 A的一个 k阶子式.

m n 矩阵 A的 k阶子式共有
k k
m nC C 个.

定义 2 如果矩阵 A中有一个 r阶子式 0rD  ，而所有 1r  阶子式(如

果存在的话)的值全等于 0，则称 rD 为矩阵 A的一个最高阶非零子式，其阶

数 r称为矩阵 A的秩，记作  R A .

概念辨析：子块，子式，余子式

例 1 求矩阵

1 2 3
2 3 5
4 7 1

A
 
   
 
 

的秩.

解 在 A中，子式
1 3

0
2 5




，又 A的三阶子式只有一个 A ，

且 0A  ，所以
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  2R A  .

例 2 求矩阵

2 1 0 3 2
0 3 1 2 5
0 0 0 4 3
0 0 0 0 0

B

  
  
 
 
 

的秩.

解 因为 B是一个行阶梯矩阵，其非零行只有三行， B的所有四阶子式

全为零.此外，又存在 B的一个三阶子式：

2 1 3
0 3 2 0
0 0 4


 

所以

( ) 3R B  .

矩阵 A的秩具有以下性质：

⑴ 若矩阵 A中有一个 s阶非零子式，则  R A ≥ s；

⑵ 若 A中所有 t阶子式全为 0，则  R A t ；

⑶ 若 A为m n 矩阵，则 0≤  R A ≤  min ,m n ；

⑷    TR A R A .

利用定义计算矩阵的秩，需要由高阶到低阶考虑矩阵的子式，当矩阵的

行数与列数较高时,按定义求秩是非常麻烦的. 由于行阶梯形矩阵的秩很容易

判断，而任意矩阵都可以经过初等变换化为行阶梯形矩阵. 因而可考虑借助初

等变换法来求矩阵的秩.

二、用初等变换求矩阵的秩

定理 1 若 A 与 B 是同型矩阵， A 与 B 等价的充分必要条件是

   R A R B .(证略)

思政元素：类比学生在大学四年生活中的每一次变化，例如，学到了新的技

能、掌握了新的知识，都像是做了一次初等变换， 每一次变化不是显著的，

但就是这一次次“初等变换”，使同学们变得更有学识和能力。 但正如 矩

阵的初等变换不会改变秩一样，同学们在不断追求进步，不断顺应时代与科

技的发展变化而改变自己的同时，不变的应该是为实现中华民族伟大复兴而

奋斗的理想信念、为国家信息技术领域贡献力量的初心使命。 习近平总书记

指出：“心 有所信，方能行远。 面向未来，走好新时代的长征路，我们更

需要坚定理想信念、矢志拼搏奋斗”。

推论 设在可逆矩阵 P ,Q使 PAQ B ，则    R A R B .

课堂活动：等价矩阵具有相同的秩，提问学生其逆命题对否，引导学生来发
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现其中的“漏洞”，即矩阵的“型号”可以不同，故而不等价.再进一步引导

学生补全漏洞，如果已知两个矩阵是同型号的，该结论是否成立呢？由此引

导学生不断完善条件、严谨求实、规范书写、严格求证，从而最终完成整个

充要条件的证明

证明 因为可逆矩阵 P ,Q可表示成一些初等矩阵的乘积，即存在初等

矩阵 1 2, , sP P P ， 1 2, , tQ Q Q ，有

1 2 sP PP P 

1 2 tQ QQ Q 

   1 2 1 2s tPAQ PP P A QQ Q   表示对 A进行一系列初等行变换和

列变换，而 PAQ B ，故得到 A B ，于是根据定理 1，有    R A R B .

思政元素：进行初等变换前后的矩阵是等价的，其矩阵秩是相等的，这就是

所谓形变质不变。从矩阵初等变换下的等价性引出变与不变的辩证关系，融

入辩证唯物主义哲学思想，让学生明白学好辩证法是深入理解线性代数的关

键。

例 3 设矩阵

1 2 1 0 2
2 4 2 6 6

2 1 0 2 3
3 3 3 3 4

A

  
   
 
 
 

，

求  R A .

解 对 A施行初等行变换化成行阶梯形矩阵.

1 2

3 1
4 1

2
2
3

1 2 1 0 2 1 2 1 0 2
2 4 2 6 6 0 0 0 6 2

2 1 0 2 3 0 3 2 2 1
3 3 3 3 4 0 9 6 3 2

r r
r r
r r

A 



      
         
    
   

   

2 3 3 2

3 4

3

1 2 1 0 2 1 2 1 0 2
0 3 2 2 1 0 3 2 2 1
0 9 6 3 2 0 0 0 3 1
0 0 0 6 2 0 0 0 6 2

r r r r
r r
 


      
        
    
   

    

4 32

1 2 1 0 2
0 3 2 2 1
0 0 0 3 1
0 0 0 0 0

r r

  
  
 
 
 

.
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因为行阶梯形矩阵有 3 个非零行，所以   3R A  .

课堂活动：通过比较繁琐的计算锻炼学生的计算能力，培养学生认真细致的

学习态度。

设 A为m n 矩阵，当  R A m 时，称 A为行满秩矩阵；当  R A n

时，称 A为列满秩矩阵.

若 A为 n阶矩阵，且  R A n ，则称 A为满秩矩阵.它既是行满秩的又

是列满秩的.显然，方阵为满秩矩阵的充分必要条件为 0A  .由此得，方阵

A可逆的充分必要条件是 A为满秩矩阵.

定理 2 设有任意矩阵 A , B，则

⑴     max ,R A R B ≤  ,R A B ≤    R A R B ；

⑵  R A B ≤    R A R B ；

⑶  R AB ≤     min ,R A R B ；

⑷ 若 0AB  ，则    R A R B ≤ n .(证明略)

例 3 设

1 1 1 2
3 1 2
5 3 6

A 


 
   
 
 

，已知   2R A  ，求与  的值.

解

3 22 1

3 1

3
5

1 1 1 2 1 1 1 2
0 3 4 4 0 3 4 4
0 8 5 4 0 5 1 0

r rr r
r rA  

  




    
             
         

，

  2R A  ，故5 0  ， 1 0   ，即 5  ， 1  .

讨论型题目能使学生对抽象性理论知识的理解变的比较深刻具体，培养学生

严谨的数学思维。

例 4 设

3 2 0 5 0
3 2 3 6 1
2 0 1 5 3
1 6 4 1 4

A

 
   
 
 

  

，求矩阵 A的秩，并求 A的一个

最高阶非零子式.

解 对 A作初等变换，变成行阶梯形矩阵.
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1 4 2 4

1 6 4 1 4 1 6 4 1 4
3 2 3 6 1 0 4 3 1 1
2 0 1 5 3 2 0 1 5 3
3 2 0 5 0 3 2 0 5 0

r r r rA  

      
          
    
   
   

3 1 3 2

4 1 4 2

2 3
3 4

1 6 4 1 4 1 6 4 1 4
0 4 3 1 1 0 4 3 1 1
0 12 9 7 11 0 0 0 4 8
0 16 12 8 12 0 0 0 4 8

r r r r
r r r r
 
 

      
          
     
   

     

4 3

1 6 4 1 4
0 4 3 1 1

 
0 0 0 4 8
0 0 0 0 0

r r

  
   
 
 
 

.

由行阶梯形矩阵有三个非零行知   3R A  .再求 A的一个最高阶非零子

式。由   3R A  知， A的最高阶非零子式为三阶.

计算 A中前三行构成的子式

3 2 5 3 2 5
6 11

3 2 6 6 0 11 2 16 0
2 5

2 0 5 2 0 5
       .

则这个子式便是 A的一个最高阶非零子式.

课堂练习

1.将矩阵

3 9 8 7
62 2 12
31 1 4

A

 
 

  
 
 

化为行最简形矩阵。

通过课堂练习，帮助学生及时复习，并提前熟悉下次课内容。

内容小结：

一、矩阵的秩的概念

定义 2 如果矩阵 A中有一个 r阶子式 0rD  ，而所有 1r  阶子式(如果

存在的话)的值全等于 0，则称 rD 为矩阵 A的一个最高阶非零子式，其阶数 r

称为矩阵 A的秩，记作  R A .

矩阵 A的秩具有以下性质：
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⑴ 若矩阵 A中有一个 s阶非零子式，则  R A ≥ s；

⑵ 若 A中所有 t阶子式全为 0，则  R A t ；

⑶ 若 A为m n 矩阵，则 0≤  R A ≤  min ,m n ；

⑷    TR A R A .

二、用初等变换求矩阵的秩

定理 1 若 A 与 B 是同型矩阵， A 与 B 等价的充分必要条件是

   R A R B .(证略)

推论 设在可逆矩阵 P ,Q使 PAQ B ，则    R A R B .

教 学

后 记

1.本节概念容易混淆，注意子式，余子式，最大的不为零的的子式等概念

的区分及辨别以及矩阵秩的具体解法。

2.通过比较不同的方法计算矩阵秩的方法，锻炼学生的计算能力，培养学

生认真细致的学习态度。



章节（单元）教案

要 素 初等矩阵与线性方程组 内 容 线性方程组的消元法

章节名称 §3.3 线性方程组的消元法
教学

时数
2

单元内容

1．线性方程组的概念

2. 高斯消元法

3. 习题课

时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标:掌握线性方程组消元法,了解线性方程组有解的判别定理

的推导过程

能力目标:培养学生的数学语言表达能力；培养学生的自学与自律、

协作科研能力.

素质目标:让学生重视数学基础课程，了解线性代数的应用背景

思政目标：熟悉辩证唯物主义哲学思想，树立正确价值观.

重点难点
重点：用消元法求线性方程组的一般解的方法。

难点：非齐(齐)次线性方程组解的判定

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备矩阵和行列式的

简单计算。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业

讨论：习题三 11（1）（2）（3）（4）

作业：习题三 11（1）（2）（3）（4）

思考：(B) 19

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014
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教学流程

问题导入：

中学阶段，我们利用代入消元法求解线性方程组，第一章学习的克莱姆

法则也能求解一些方程组，那么还有没有其他更高效的方法呢？（请同学们

互相讨论，自由回答）

思政导入：求解线性方程组的问题在科学领域和工程领域都是普遍存在的。

随着现代大数据的发展，在经典的计算机上求解基于大数据的线性方程组是

非常困难的，因为经典的求解算法的求解时间是与数据规模成正比的。最近

提出的一种量子算法表明，量子计算机可以在对数阶数的时间尺度上求解线

性系统，从而对经典算法实现指数加速。该文实现了利用量子算法求解线性

方程组，在量子计算机上求解 2*2的线性方程组。该文使用四个量子比特和

四个受控逻辑门来实现所需的每一个子程序，说明了该算法的工作原理。

思政目标：掘线性代数在现代科学中的应用，并为学生们讲解，让他重视数

学基础课程，这样才能取得良好的教学效果。

新知讲解：

线性方程组的消元法，又称高斯（德国数学家.Gauss,1777--1855）消元法，

是解线性方程组的一种简便方法.
一 、线性方程组的概念

一般地，一个线性方程组可以写成下述形式

11 1 12 2 1 1,

21 2 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







（3.1）

(3.1)式中， ija 称为方程组的系数， ix 称为这个方程组的未知量， ib 称为方程

组的常数项，这是一个含有 n个未知量，m个方程构成的线性方程组.
常数项不全为零的方程组称为非齐次线性方程组.
如果将线性方程组（3.1）的常数项全部改为零，得到其次线性方程组

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

   
    


    







（3.2）

称（3.2）为与（3.1）相应的齐次线性方程组,或（3.1）称为的导出的组.
如果令

1 1
11 1

2 2

1

, , ,
n

m mn
n m

x b
a a

x b
A X b

a a
x b

   
     
                  

   



 


则线性方程组（3.1）可以写成矩阵方程的形式

AX=b （3.3）
称 A 为这个方程组的系数矩阵，称(A,b)是这个方程组的增广矩阵.
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如果 nn cxcxcx  ,,, 2211  使得方程组（3.1）中每一个方程都成立，

则称这 n个数 nccc ，,, 21 是方程组（3.1）的解。或者说





















cn

c
c

x

2

1

是（3.1）

的解（或解向量）.
如果线性方程组（3.1）有解，我们就称方程组（3.1）是相容的.否则，

就称方程组（3.1）是不相容的.
一个线性方程组的解的全体构成的合集称为是这个线性方程组的解集

合.两个具有相同集合的线性方程组称为是同解的.
表示线性方程组的全部解的表达式称为线性方程组的通解.

思政元素：中国科学技术大学常务副校长潘建伟院士领衔的量子信息团队开

发了量子计算机，为了对其进行测试，就利用量子计算机求解了线性方程组。

相关成果发表在物理学领域的顶级杂志 Physical Review Letters 上。以此

为据，讲述线性方程组的应用，能够让学生了解数学基础理论的应用，燃起

学习基础理论的兴趣。

二 、高斯消元法

例 1 解线性方程组















2875
342
622

321

321

321

xxx
xxx
xxx

（1）

解：方程组（1）中第一个方程分别乘以 







2
1 和 








2
5 加于第二个方程和

第三个方程，得





















13
2
72

0
2
93

622

32

32

321

xx

xx

xxx

（2）

再将方程组（2）中第二个方程乘以
3
2
加到第三个方程，得





















13
2
13

0
2
93

622

3

32

321

x

xx

xxx

（3）

方程组（3）是一个阶梯形方程组，从方程组的第三个方程可以得到 3x 的值，
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然后再逐次代入前两个方程，求出 2x ， 1x ，则得到方程组（1）的解.

将方程组（3）中第三个方程乘以
13
2
，得
















2

0
2
93

622

3

32

321

x

xx

xxx

（4）

将方程组（4）中第三个方程分别乘以 1和 







2
9

加于第一个方程和第二个方

程，得

1 2

2

3

2 2 8
3 9

2

x x
x

x

 
  
 

（5）

将方程组（5）的第二个方程乘以
3
1

 ，得














2
3

822

3

2

21

x
x

xx
（6）

将方程组 （6）中第二个方程乘以  2 加到第一个方程，得













2
3
22

3

2

1

x
x
x

（7）

最后以
2
1
乘方程组（7）中第一个方程，得













2
3
1

3

2

1

x
x
x

（8）

显然，方程组（1）~（8）都是同解方程组，因而（8）是方程组（1）的解.
这种解法称为消元法，（1）~（4）是消元过程，（5）~（8）是回代过程.上
面的求解过程，可以用方程组（1）的增广矩阵的初等行变换表示：
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2 2 1 6 2 2 1 62 2 1 6
9 91 2 4 3 0 3 0 0 3 0
2 2

5 7 1 28 7 130 2 13 0 0 13
2 2

A b

   
    

     
               
      

   
   
























































2100
3010
8022

2100
9030
8022

2100

0
2
930

6122



































2100
3010
1001

2100
3010
2002

由最后一个矩阵得到方程组的解

.2,3,1 321  xxx

设计意图：带领学生自主研究，总结得出齐次方程的解法。培养学生主动学

习的能动性和积极性。

定理 1 n元线性方程组 bAx 

（1） 无解的充分必要条件是    , ;R A R A b

（2） 有唯一解的充分必要条件是     ;, nbARAR 

（3） 有无限多解的充分必要条件是    , .R A R A b n 

设计意图：引导学生自主讨论，培养学生自主学习的能力和协同合作的精神

设   rAR  ，为叙述方便，不妨设  bAB , 的行最简形为

11 1, 1

21 2, 2

1 ,

1

1 0 0
0 1 0

0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

n r

n r

r r n r r

r

b b d
b b d

b b d
B

d
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（1）若    , ;R A R A b 则 B中的 11 rd ，于是 B的第 r+1 行对应矛盾方

程 0=1，故方程组无解

（2）若    , ;R A R A b r n   则 B中的 01 rd ，且 ijb 都不出现，于是 B
对应方程组
















,

,
,

22

11

nn dx

dx
dx



故方程组有唯一解.

（3）若    , .R A R A b r n   ，则 B中的 01 rd ， B对应方程组






















,,11

,2,21212

1,11111 ,

rnrnrrrr

nrnr

nrnr

dxbxbx

dxbxbx
dxbxbx







(3.4)

令自由未知数 rnnr cxcx   ,,11  ，即得方程组的含 rn  个参数的解





























n

r

r

x

x
x

x





1

1

=

11 1 1, 1

1 1 , ,

1

,n r n r

r r n r n r r

n r

b c b c d

b c b c d
c

c

 

 



    
 
 
    
 
 
 
 
  








，

即





























n

r

r

x

x
x

x





1

1

=

































































































0

0

1

0

0

1

1

,

,1

1

11

1















rrnr

rn

rn
r d

d

b

b

c
b

b

c ， （3.5）

由于参数 rncc ,,1  可任意取值，故方程组有无穷多个解。 证毕

当 nrBRAR  )()( 时，由于含 rn  个参数的解（3..5）可表示线

性组（3.4）的任一解：从而也可表示线性方程组（3.3）的任一解，因此解（3.5）
称为线性方程组（3.3）的通解.

例 1 解线性方程组













043
0323
042

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
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解

1 2

2 4 1 1 1 3 2 3
1 3 2 3 2 4 1 1
3 1 1 4 3 1 1 4

r rA 

    
         
      

1
210

3 1

2 1

3

2

1 3 2 31 3 2 3
1 13 20 10 5 5 0 1
2 2

0 10 5 5 0 0 0 0

r

r r

r r

r r



               
     

 

1 23

1 31 0
2 2
1 10 1
2 2

0 0 0 0

r r

 
 
 
    
 
 
  

由此可得原方程组的同解方程组













432

431

2
1

2
1

2
3

2
1

xxx

xxx

令自由未知量 2413 , cxcx  ，则原方程组的全部解（通解）为：





















24

13

212

211

2
1

2
1

2
3

2
1

cx
cx

ccx

ccx

（ 21 ,cc 为任意常数）

例 2 解线性方程组

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 2 2
2 2 2 2 8
3 5 3 6

x x x x x
x x x x x
x x x x x

    
     
     

解 对方程组的增广矩阵施以初等行变换：
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2 1

3 1

3 2

2
3

1 2 3 1 2 2 1 2 3 1 2 2
, 2 1 2 2 1 8 0 5 4 0 5 4

3 1 5 3 1 6 0 5 4 0 5 0

1 2 3 1 2 2
0 5 4 0 5 4
0 0 0 0 0 4

r r
r r

r r

A b






      
           
         

  
    
  

可以看出， ( ) 2, ( , ) 3r A r A b  ，所以方程组无解.

设计意图：例 1—2的讲解一定要详细完整，带领学生对刚刚总结得出的解法

准确运用，熟悉线性方程组求解步骤及判断。

例 3 求解非齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 1
3 3 4 4,

5 9 8 0

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

解 对增广矩阵施以初等行变换

  2 1

3

3 2 1 2

2

3

( 4)

1 1 3 1 1 1 1 3 1 1
, 3 1 3 4 4 0 4 6 7 1

1 5 9 8 0 0 4 6 7 1

3 3 51 01 1 3 1 1 2 4 4
3 7 1 3 7 10 1 0 1
2 4 4 2 4 4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r r
r r

r r r r
r

A b 


 
 

      
          
          

    
  
           
  

    
 

得到原方程组的同解方程组

1 3 4

2 3 4

3 3 5
2 4 4
3 7 1 ,
2 4 4

x x x

x x x

   

   


令自由未知量 3 1 4 2,x c x c  ，则原方程组的全部解为：

1 3 4

2 3 4

3

4 2

3 3 5
2 4 4
3 7 1
2 4 4

x c c

x c c

x c
x c

   

   



 

例 4 设含参数的线性方程组
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1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

1x x x
x x x
x x x


 

 

  
   
   

问分别取何值时，方程组有唯一解、无解、无穷解？并在有无穷多解时求

其通解.
解 因其系数矩是方阵，由克拉默法则可知.方程组有唯一解的充分必要条件

是系数方阵的行列式 0A  .因为

2

1 1
1 1 ( 1) ( 2)
1 1

A


  


   

所以，当 1 -2  且 时，方程组有唯一解，

当 1  时，对方程组的增广矩阵施以初等行变换，得

 
2 1

3 1

r
r

1 1 1 1 1 1 1 1
b = 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

r
rA




   
      
   
   

，

此时， ( ) ( , ) 1 3R A R A b   ，故方程组有无穷多解，取 1 2,x x 为自由未知

变量，可得通解为

1 2 3

2 2

3 3

1x x x
x x
x x

   
 
 

当 2   时，对方程组的增广矩阵施以初等行变换，得

 
1 3

1 2

1 3 2 32

2 1 1 1 1 1 2 4
b 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 4 2 1 1 1

1 1 2 4 1 1 2 4
0 3 3 6 0 3 3 6
0 3 3 9 0 0 0 3

r r

r r
r r r r

A


 
 

    
          
       

    
         
      



 

，

此时， ( ) 2R A  ，而 ( , ) 3R A b  ，故方程组无解.

设计意图：通过对几个例题进行分析，巩固对齐次方程的理解。

课堂练习
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求解线性方程组



















13345
523
323

1

4321

432

4321

4321

xxxx
xxx
xxxx
xxxx

         

  

.

根据本次课所学知识，思考相应问题并解答，通过课堂练习，帮助学生及时

复习，并提前熟悉下次课内容。

内容小结：

一 、线性方程组的概念

一般地，一个线性方程组可以写成下述形式

11 1 12 2 1 1,

21 2 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







（3.1）

常数项不全为零的方程组称为非齐次线性方程组.

如果将线性方程组（3.1）的常数项全部改为零，得到其次线性方程组

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

   
    


    







（3.2）

如果令

1 1
11 1

2 2

1

, , ,
n

m mn
n m

x b
a a

x b
A X b

a a
x b

   
     
                  

   



 


则线性方程组（3.1）可以写成矩阵方程的形式

AX=b （3.3）

称 A为这个方程组的系数矩阵，称(A,b)是这个方程组的增广矩阵.
二 、高斯消元法

定理 1 n 元线性方程组 bAx 

（1）无解的充分必要条件是    , ;R A R A b

（2）有唯一解的充分必要条件是     ;, nbARAR 

（3）有无限多解的充分必要条件是    , .R A R A b n 

第三章习题课：（A）

1. 把下列矩阵化为最简形矩阵，并求矩阵的秩

（4）



2 3 1 3 7
1 2 0 2 4
3 2 8 3 0
2 3 7 4 3

  
   
 
 

 
3.利用矩阵的初等行变换，求下列方阵的逆矩阵

（2）

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 
  
  
 
   

， （3）

1 3 5 7
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

4.求下列矩阵的秩，并求一个最高阶非零子式

（1）

1 2 3 1
3 1 3 3
2 1 2 2

  
   
  

，（3）

3 1 0 2
1 1 2 1
1 3 4 4

 
   
  

8.非齐次线性方程组

1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

2 2
2 ,

2

x x x
x x x
x x x




    
   
   

当取何值时，并求出它的通解。

9. 证明方程组

1 2 1

2 3 2

3 4 3

4 5 4

5 1 5

x x a
x x a
x x a
x x a
x x a

 
    
  

 

有解的充要条件是 1 2 3 4 5 0a a a a a    
，

并在有解的情况，求出它的全部解。

（B）

1. 已知矩阵

1 1 6 10
2 5 1
1 2 1

A k
k

  
   
  

的秩为 2，则
k 

17. 试讨论线性方程组

1 2

2 3

1 2

x x a
x x b
x tx c

 
  
  

有解的条件。

教 学

后 记

在本节的教学过程中，学生大多表现出较高的学习积极性和情感

投入，通过交流互动学生已大致掌握本节的内容，希望学生课后多

做习题来巩固所学知识，加深理解与掌握.



章节（单元）教案

要 素 向量及向量空间 内 容 n维向量及其线性相关性、向量组的秩

章节名称
§4.1 n维向量及其线性相关性

§4.2 向量组的秩

教学

时数
2

单元内容
§4.1 n维向量及其线性相

关性 §4.2 向量组的秩
时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标:理解 n维向量、线性相关、线性无关的定义，掌握向

量组线性相关性的判定及重要结论。理解向量组的最大线性无关组、

向量组的秩、向量组的等价的定义。

能力目标:掌握向量组线性相关性的判定，培养学生的逻辑推理

能力、抽象思维能力。

思政目标:

1.培养学生善于用联系的观点看问题，勇于探索的科学精神。

在定理的证明过程中，让学生明白数学学科的严谨性，培养学生严

谨求实的工作作风。

2.通过本节课的学习，让学生更好地体会家与国的关系，增强

学生的爱国主义情感，激发学生的爱国热情，培养学生科技报国的

家国情怀和使命担当。

重点难点

重点：线性相关和线性无关的定义，向量组的最大线性无关组、

向量组的秩。

难点：向量组线性相关性的判定及重要结论，向量组的最大线

性无关组、向量组的秩。

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备初等数学知识和

计算技能。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业
习题 4(A) 1,2,3,4,5,6,7
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章节（单元）教案

教学流程

§4.1 n 维向量及其线性相关性

导入：

惠崇春江晚景

竹外桃花三两枝,春江水暖鸭先知。

蒌蒿满地芦芽短,正是河豚欲上时。

联系具有普遍性世界观:

①联系具有普遍性。

②联系是事物之间以及事物内部诸要素之间的相互依赖、相互

影响、相互制约和相互作用。

③世界上的一切事物都与周围其他事物有着这样或那样的联

系;每一事物内部的各个部分...

2.联系具有客观性世界观:

①联系具有客观性。

②联系是事物本身所固有的,不以人的意志为转移。

③事物的联系就其与实践的关系来说...

3.联系具有多样性世界观: 世界上的事物千差万别,事物的联

系也是多种多样的。

（思政目标：联系的观点，即联系观，是唯物辩证法的一个总

特征。课堂上引导学生善于用联系的观点看问题。）

新知讲解：

定义 1 n个有次序的数 , , ,1 2 na a a 所组成的数组称为 n维向量，这n个

数称为该向量的n个分量，第 i个数 ia 称为第 i个分量。

n维向量可写成一行或一列。写成一行的称为行向量 ( , , , )1 2 na a a ，写

成一列的称为列向量

1

2

n

a
a

a



 
 
 
 
 
 


，也分别称为行矩阵和列矩阵，并规定都按矩

阵的运算规则进行运算。所以 n维列向量可表示为 ( , , , )1 2
T

na a a   。
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定 义 2 设 , , ( , , , )1 2n
i iR k R i m     ， 则 向 量

1 1 2 2 m mk k k     称为向量组 , , ,1 2 m   在实数域 R上的一个线性

组合， ,1 2 mk k k 称为该线性组合的系数。

若记 1 1 2 2 m mk k k       ，则称  可由向量组 , , ,1 2 m   线

性表示。

向 量  能 由 向 量 组 , , ,1 2 m   线 性 表 示 ， 也 即 方 程 组

1 1 2 2 m mx x x       有解。

定义 3 若对 m 个 n 维向量 , , ,1 2 m   ，有 m 个不全为零的实数

,1 2 mk k k ，使 1 1 2 2 0m mk k k      成立，则称 , , ,1 2 m   线性相

关；否则，称 , , ,1 2 m   线性无关，即没有不全为零的实数 ,1 2 mk k k 使

1 1 2 2 0m mk k k      成立，也就是，只有当 ,1 2 mk k k 全为零时，才

使 1 1 2 2 0m mk k k      成立。

（思政目标：通过学习向量组线性相关、线性无关的定义，培

养学生善于用联系的观点看问题，勇于探索的科学精神。）

定理 1 向量组 , , , ( )1 2 2m m    线性相关的充分必要条件是

, , ,1 2 m   中至少有一个向量可由其余 1m  个向量线性表示。

证 设 , , ,1 2 m   线性相关，则存在m个不全为 0 的数 ,1 2 mk k k ，

使

1 1 2 2 0m mk k k     

不妨设 1 0k  ，于是由向量的线性运算规则得

2 3
1 2 3

1 1 1

m
m

kk k
k k k

      

必要性得证。再证充分性，不妨设 1 可用 , , ,2 3 m   线性表示即



教学流程

1 2 2 3 3 m ml l l     

于是有

1 2 2 3 31 0m ml l l      

显然 , , , ,2 31 ml l l   不全为 0，故 , , ,1 2 m   线性相关。

（思政目标：在定理证明过程中，让学生深刻体会数学的科学

性和严谨性，帮助学生形成良好的学习习惯、思维严谨、工作求实

的作风。）

知识点巩固：

例 1 设 n维向量 ( , , , , , , )Ti   0 0 1 0 0 ，即第 i个分量为 1，其余分量

为 0，则 , ,1 2 n   是线性无关的。

证 设存在 n个数 ,1 2 nk k k 使

1 1 2 2 0n nk k k     

即 ( , )Tnk k k 1 2 0

则必须 1 2 0nk k k    ，故 , , ,1 2 n   线性无关。

以后，我们把 , , ,1 2 n   称为基本向量。因为
nR 中任一个向量

( , , )Tna a a  1 2 都可由 , , ,1 2 n   线性表示，即

1 1 2 2 n na a a     

例 2 如果向量组 , , ,1 2 m   中有一部分向量线性相关，则这个向量组

也线性相关。

证 不妨设 , , , ( )1 2 j j m    线性相关，于是有不全为零的数

,1 2 jk k k 使

1 1 2 2 0j jk k k     

从而有不全为零的数 , , , ,1 2 0 0jk k k  使
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1 1 2 2 10 0 0j j j mk k k           

故 , , ,1 2 m   也线性相关。

定理 2 设 n维向量组 , , ,1 2 r   ，其中

( , , , ) , ( , , , ) , , ( , , , )T T T
n n r r r nra a a a a a a a a       1 11 21 1 2 12 22 2 1 2

则向量组 , , ,1 2 r   线性相关的充分必要条件是齐次线性方程组

Ax  0 （4.1）

有非零解，其中 ( , , , )A r   1 2 ， ( , , , )1 2
T

rx x x x  。

证 设

r rx x x     1 1 2 2 0 （4.2）

即

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

0

0

0

r

r
r

n n nr

a a a
a a a

x x x

a a a

       
       
          
       
       

      


   

（4.3）

将（4.3）式左端作线性运算，再与其右端相等，即得线性方程组（4.1）。因

此，如果 , , ,1 2 r   线性相关，就必有不全为零的数 , , ,1 2 rx x x 使得（4.2）

式成立，即齐次线性方程组（4.1）有非零解；反之，如果线性方程组（4.1）

有非零解，也就是有不全为零的数 , , ,1 2 rx x x 使（4.2）成立，则 , , ,1 2 r  

线性相关。

定理 3 若向量组 , , ,1 2 r   线性无关，而 , , , ,1 2 r    线性相关，

则  可由 , , ,1 2 r   线性表示，且表示法唯一。

证 因 为 , , , ,1 2 r    线 性 相 关 ， 所 以 存 在 不 全 为 零 的 数

, , , ,1 2 rk k k k ，使得

1 1 2 2 0r rk k k k       

其中 0k  （如果 0k  ，则由 , , ,1 2 r   线性无关又得 , , ,1 2 rk k k 必须全

为零，这与 , , , ,1 2 rk k k k 不全为零矛盾），于是  可由 , , ,1 2 r   线性表

示为
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1 2
1 2

r
r

k k k
k k k

       

再证表示法唯一，设有两种表示方法：

1 1 2 2

1 1 2 2

r r

r r

l l l
h h h

   
  

   

   




于是

1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) 0r r rl h l h l h        

由于 , , ,1 2 r   线性无关，所以必有

0i il h  ，即 , 1, ,i il h i r  

故  由 , , ,1 2 r   线性表示的表示法唯一。

（思政目标：在定理证明过程中，让学生深刻体会数学的科学

性和严谨性，帮助学生形成良好的学习习惯、思维严谨、工作求实

的作风。）

推论 如果
nR 中的 n个向量 , , , n  1 2 线性无关，则

nR 中的任一向量

 可由 , , , n  1 2 线性表示，且表示法唯一。

知识点巩固：

例 3 设 1 2 3 4(1, 1,1), (1, 2,0), (1,0,3), (2, 3,7).        

问：（1） 1 2 3, ,   是否线性相关？（2） 4 是否由 1 2 3, ,   线性表示？

如能表示求其表示式。

解 （1）根据定理 2，作矩阵

T T T
1 2 3

1 1 1
( , , ) 1 2 0

1 0 3
A   

 
    
 
 

由 7A  ，得 A 可逆，从而得方程组 0Ax  只有零解，故 1 2 3, ,   线性无

关。

（2）根据推论， 4 可由 1 2 3, ,   线性表示，且表示法唯一，设
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1 1 2 2 3 3 4x x x     

即

1 2 3(1, 1,1) (1,2,0) (1,0,3) (2, 3,7)x x x    

于是得

1 1
T T T
1 2 3 2 2

3 3

1 1 1 2
( , , ) 1 2 0 3

1 0 3 7

x x
x x
x x

  
      
               
      
      

即
T
4Ax  ，解此方程组得唯一解： 1 2 31, 1, 2x x x    ，故

4 1 2 32     

例 4 设向量组 1 2 3, ,   线性无关，又 1 1 2 32      ， 2 1 2    ，

3 1 3    ，证明 1 2 3, ,   线性相关。

证 思路是，由 1 1 2 2 3 3 0x x x     推出 1 2 3, ,x x x 不全为零。

设

1 1 2 2 3 3 0x x x     ①

即

1 1 2 3 2 1 2 3 1 3( 2 ) ( ) ( ) 0x x x            

1 2 3 1 1 2 2 1 3 3( ) ( ) (2 ) 0x x x x x x x        

由于 1 2 3, ,   线性无关，上式系数必须全为零，于是得

1 2 3

1 2

1 3

0
0

2 0

x x x
x x
x x

  
  
  

容易解得此方程组有非零解 ( 1, 1,2)  。因此，有不全为零的 1 2 3, ,x x x 使①成

立，故 1 2 3, ,   线性相关。

§4.2 向量组的秩



导入：

国 家

成龙

一玉口中国 一瓦顶成家

都说国很大 其实一个家

一心装满国 一手撑起家

家是最小国 国是千万家

在世界的国 在天地的家

有了强的国 才有富的家

国的家住在心里 家的国以和矗立

国是荣誉的屹立 家是幸福的洋溢

国的每一寸土地 家的每一个足迹

国与家连在一起 创造地球的奇迹

国是我的国 家是我的家

我爱我的国 我爱我的家

国是我的国 家是我的家

我爱我的国 我爱我的家

我爱我 国家

（思政目标：通过回顾成龙演唱的《国家》这首歌的歌词，引

入国与家的关系，最大无关组（家）是向量组（国）的一部分，向

量组的任意一个向量能由最大无关组线性表示，让学生更好地体会

家与国的关系，激发学生的爱国热情，培养学生科技报国的家国情

怀和使命担当。各行各业的劳动者不忘初心，牢记使命，共同建设

我们美丽的家园，为实现中华民族伟大复兴的中国梦而拼搏奋斗。）

新知讲解：

定义 1 设向量组 A中的一个部分组 1 2, , , r   ，满足

（1） 1 2, , , r   线性无关；

（2）向量组 A中任意 1r  个向量（如果有）都线性相关。

则称 1 2, , , r   是向量组 A的一个最大线性无关向量组（简称最大无关

组）；最大无关组所含向量个数 r称为向量组 A的秩，记作 ( )R A 。

定 义 2 若 向 量 组 1 2: , , , mA    中 每 一 个 向 量 可 由 向 量 组

1 2: , , , tB    线性表示，则称向量组 A可由向量组 B线性表示，若两个向



量组可以互相线性表示，则称这两个向量组是等价的。

定理 1 若向量组 1 2: , , , tB    可由向量组 1 2: , , , sA    线性表

示，且 t s ，则 1 2, , , t   线性相关。

证 设
1

( 1, , )
s

j ij i
i
k j t 



   ，欲证 1 2, , , t   线性相关，只需证：

存在不全为零的数 1 2, , , tx x x ，使得

1 1 2 2 0t tx x x      （4.4）

即

1 1 1 1 1

( ) ( ) 0
t t s s t

j j j ij i ij j i
j j i i j

x x k k x  
    

      

当其中 1 2, , , s   的系数

1

0, ( 1,2, , )
t

ij j
j

k x i s


   （4.5）

时，（4.4）式显然成立。而（4.5）式是 t个未知量 1 2, , , tx x x 的齐次线性方

程组，由于 t s （方程个数），故线性方程组（4.5）有非零解，即有不全为

零的 1 2, , , tx x x 使（4.4）式成立。所以 1 2, , , t   线性相关。

（思政目标：在定理证明过程中，让学生深刻体会数学的科学

性和严谨性，帮助学生形成良好的学习习惯、思维严谨、工作求实

的作风。）

推论 1 如果向量组 1 2, , , t   可由向量组 1 2, , , s   线性表示，且

1 2, , , t   线性无关，则 t s 。

推论 2 若向量组 1 , , s  的秩为 r，则 1 2, , , s   中任何 1r  个向量

都是线性相关的。

证 不妨设 1 2, , , r   是向量组 1 2, , , s   中的 r 个线性无关的向

量，由于该向量组中任一个向量可由 1 2, , , r   线性表示，所以由定理 1

立即可得其中任何 1r  个向量都线性相关。



推论 3 设向量组 1 , , s  的秩为 p，向量组 1 , , t  的秩为 r，如果

向量组 1 2, , , t   可由向量组 1 2, , , s   线性表示，则 r p 。

证 不妨设 1, , p  和 1, , p  分别是两个向量组的极大线性无关组，

因此有

1

, ( 1, , )
p

i ij j
j

c i s 


  

又已知

1
, ( 1, , , , )

s

k ki i
i
b k r t 



   

所以

1 1 1 1

( ) ( )
p ps s

k ki ij j ki ij j
i j j i

b c b c  
   

    

即 1, , r  可由 1, , p  线性表示，于是由推论 1 可得 r p 。

（思政目标：在定理证明过程中，让学生深刻体会数学的科学

性和严谨性，帮助学生形成良好的学习习惯、思维严谨、工作求实

的作风。）

定理 2 向量组 1 2: , , , tB    能由向量组 1 2: , , , sA    线性表示的

充 分 必 要 条 件 是 矩 阵 1 2( , , , )sA     的 秩 等 于 矩 阵

1 1( , ) ( , , , , , )s tA B       的秩。（证明略）

推论 4 向量组 1 2: , , , sA    与向量组 1 2: , , , tB    等价地充分必

要条件是 ( ) ( ) ( , )R A R B R A B  。

知识点巩固：

例 1 设 1 2 3

1 1 1 1
1 2 1 0
, , ,

2 1 4 3
2 3 0 1

b  

       
                 
       
       
       

，证明向量b能由向量



组 1 2 3, ,   线性表示，并求出表示式。

解 根据定理 2，要证矩阵 1 2 3( , , )A    与 ( , )B A b 的秩相等。为此，

把 B 化成行最简形：

1

1

4 12

2
3

2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 3 2
1 2 1 0 0 1 2 1 0 1 2 1
2 1 4 3 0 1 2 1 0 0 0 0
2 3 0 1 0 1 2 1 0 0 0 0

B r r

r
r r
r






     
                
     
     

      

可见， ( ) ( )A BR R ，因此，向量b能由向量组 1 2 3, ,   线性表示。

由上述行最简形，可得方程组 1 2 3( , , )x b    的通解为

3 2 3 2
2 1 2 1
1 0

c
x c c

c

       
              
     
     

从而得表示式

1 2 3 1 2 3( , , ) ( 3 2) (2 1)b x c c c           

其中 c可任意取值。

例 2 设 1 2 1 2 3

1 3 2 1 3
1 1 0 1 1
, , , ,

1 1 1 0 2
1 3 1 2 0

    

         
                       
         
         
         

，证明向量

组 1 2,  与向量组 1 2 3, ,   等价。

证 记 1 2 1 2 3( , ), ( , , )A B      。根据定理 2 的推论，只要证

( ) ( ) ( , )A B A BR R R  。为此把 ( , )A B 化成行阶梯形：

2 1
3 1

4 1

1 3 2 1 3 1 3 2 1 3
1 1 0 1 1 0 4 2 2 2

( , )
1 1 1 0 2 0 2 1 1 1
1 3 1 2 0 0 6 3 3 3

A B
r r
r r
r r





   
        
      
   
   

2

3 2

4 2

1
2
1
2
3
2

1 3 2 1 3
0 2 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

r

r r

r r





 
 
 
 
 
 



可见， ( ) 2, ( , ) 2A A BR R  。

容易看出矩阵 B 中有不等于 0的 2阶子式，故 ( ) 2BR  。又

( ) ( , ) 2B A BR R 

于是知 ( ) 2BR  。因此，

( ) ( ) ( , )A B A BR R R 

定理 3 矩阵的秩等于它的列向量组的秩，也等于它的行向量组的秩。

证 设 1 2( , , , ), ( )A Am R r    ，并设 r阶子式 0rD  。根据第四

章第一节定理 2的等价命题，由 0rD  知 rD 所在的 r列线性无关；又由 A 中

所有 1r  阶子式均为零，知 A 中任意 1r  个列向量都线性相关。因此 rD 所

在的 r列是 A 的列向量组的一个最大无关组，所以列向量组的秩等于 r。

课堂评测：

习题 4(A) 2(1)，3(1)，8(1)

内容小结：

n维向量的概念

向量线性相关、线性无关的概念

向量线性相关的相关结论

向量组的最大线性无关组、向量组的秩

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 向量及向量空间 内 容 线性方程组解的结构

章节名称 §4.3 线性方程组解的结构
教学

时数
2

单元内容 §4.3 线性方程组解的结构 时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标:理解齐次线性方程组解的性质、基础解系的定义，掌

握非齐次线性方程组解的结构。

能力目标:掌握齐次及非齐次线性方程组的通解的求法。

思政目标:

1. 培养学生的爱国主义情怀，始终坚持中国特色社会主义道路

自信、理论自信、制度自信、文化自信；

2.在定理证明过程中，深刻体会数学的科学性和严谨性，帮助

学生形成良好的学习习惯、思维严谨、工作求实的作风。

重点难点

重点：齐次线性方程组的基础解系和通解、非齐次线性方程组解的

结构和通解。

难点：齐次线性方程组的基础解系和通解、非齐次线性方程组解的

结构和通解。

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备初等数学知识和

计算技能。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业
习题 4(A) 9,10,11

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014



章节（单元）教案

教学流程

导入：

线性方程组的研究起源于古代中国，在中国数学经典著作《九

章算术》一书中就有了线性方程组的介绍和研究，有关解方程组的

理论已经很完整。 方程一词出现在中国早期的数学专著《九章算

术》中，其「卷第八」即名「方

程」。

第八（一）为：

今有上禾三秉，中禾二秉，

下禾一秉，实三十九斗；上禾

二秉，中禾三秉，下禾一秉，

实三十四斗；上禾一秉，中禾

二秉，下禾三秉，实二十六斗。

问上、中、下禾实一秉各几何？

答曰：

上禾一秉，九斗、四分斗

之一，

中禾一秉，四斗、四分斗

之一，

下禾一秉，二斗、四分斗

之三。

其实这仅仅是三元一次方

程的简单应用：

设：上禾一秉 x斗，

中禾一秉 y斗

下禾一秉 z 斗

由题意得：

3x+2y+z=39

2x+3y+z=34

x+2y+3z=26
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（思政目标：通过介绍线性方程组的起源，培养学生的爱国主

义情怀，要始终坚持中国特色社会主义道路自信、理论自信、制度

自信、文化自信）

新知讲解：

对于齐次线性方程组

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

   
    


    







（4.6）

记

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

,A

n

n

m m mn n

a a a x
a a a x

x

a a a x

   
   
    
   
   
   




    


则（4.6）式可写为向量方程 0Ax  。

n个未知量的齐次方程组 0Ax  有非零解的充分必要条件是系数矩阵

的秩 ( )R A n ，其等价命题是：齐次线性方程组 0Ax  只有零解的充分必

要条件是 ( )R A n 。

（提问学生，教师加以引导）

（思政目标：齐次线性方程组是非齐次线性方程组的一种特殊

情形，马克思唯物主义辩证法指出，一般与特殊、共性与个性是对

立统一的矛盾关系，二者相互依存、相互转化。）

定理 1 若 1 2,  是齐次线性方程组 0Ax  的两个解，则 1 1 2 2k k 

（ 1 2,k k 为任意常数）也是它的解。

证 因为 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2( ) 0 0 0A A Ak x k x k x k x k k      ，故 1 1 2 2k k 

是 0Ax  的解。

定义 1 设 1 2, , , p   是 0Ax  的解向量，如果：（1） 1 2, , , p   线
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性无关；（2） 0Ax  的任一个解向量可由 1 2, , , p   线性表示。则称

1 2, , , p   是 0Ax  的一个基础解系。

如 果 找 到 了 0Ax  的 基 础 解 系 1 2, , , p   ， 那 么

1 1 2 2 p pk k k     对任意常数 1 2, , , pk k k 作成的集合，就是 0Ax  的

全部解的集合。

定理 2 设 A 是m n 矩阵，若 ( )R A r n  ，则齐次线性方程组 0Ax 

存在基础解系，且基础解系含 n r 个解向量。

证 先证存在 n r 个线性无关的解向量。按高斯消元法步骤对 A做初等

行变换，将 A化为行最简形阵U，不失一般性，可设

1, 1 1

2, 1 2

, 1

1 0 0
0 1 0

0 0 1
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

U

r n

r n

r r rn

c c
c c

c c







 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 
 

    
 
 

    
 

于是 0Ux  ，即

1 1, 1 1 1

2 2, 1 1 2

, 1 1

0
0

0

r r n n

r r n n

r r r r rn n

x c x c x
x c x c x

x c x c x

 

 

 

   
    


    




   


（4.7）

是 0Ax  的同解方程组，取 1 2, , ,r r nx x x   为自由未知量，将它们的下列

n r 组值：

(1,0, ,0);(0,1, ,0); ; (0,0, ,1)   

分别代入（4.7），相应地求得 1 2, , , rx x x ，并得到 n r 个解：

1 11 21 1

2 12 22 2

1, 2, ,

( , , , ,1,0, ,0)

( , , , , 0,1, ,0)

( , , , , 0,0, ,1)

T
r

T
r

T
n r n r n r r n r

d d d

d d d

d d d
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显然， 1 2, , , n r    是线性无关的（因为由 1 1 2 2 0n r n r          可

推出 1 2 0n r       ）。

再证 0Ax  的任一个解 x可由 1 2, , , n r    线性表示。为此任取自由未

知量的一组值 1 2, , , n rk k k  代入（4.7），得一个解

T
rnr kkkdddx ),,,,,,,( 2121   ，

由于 rnrnkkkx   2211
*

也是一个解，所以
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0
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0

0
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2
1

21

11

1

2

1
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rrrn

rn

rn

rn
rr

rn

r d

d
d

d

d
d

k
d

d
d

k
d

d
d

k

k

k
k
d

d
d

xx

是相应于自由未知量 1 2, , ,r r nx x x   全取零时的 0Ax  的一个解，这个解是

0Ax  的零解，故

0*  xx

即 .2211
*

rnrnkkkxx   

因此， 1 2, , , n r    是 0Ax  的一个含有 rn  个解向量的基础解系。

（思政目标：在定理证明过程中，让学生深刻体会数学的科学

性和严谨性，帮助学生形成良好的学习习惯、思维严谨、工作求实

的作风。）

知识点巩固：

例 1 解齐次线性方程组
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1 3 4 5

1 2 3 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 0
2 0

4 6 2 4 3 0
2 2 4 7 4 0

x x x x
x x x x

x x x x x
x x x x x

   
    
     
     

且将其通解用基础解系表示。

解

1 0 1 1 3 1 0 1 0 6
1 2 1 0 1 0 1 1 0 2.5
4 6 2 4 3 0 0 0 1 3
2 2 4 7 4 0 0 0 0 0

r

     
        
     
   

    
通解为

1 1 2

2 1 2

3 1

4 2

5 2

6
2.5

3

x c c
x c c

x c
x c
x c

  
   
 



其中 1 2,c c 为任意常数。

写成向量形式为

1

2

3 1 2

4

5

1 6
1 2.5
1 0
0 3
0 1

x
x
x c c
x
x

     
          
      
     
     

    
    

，

其中 1 2,c c 为任意常数。

故 一 个 基 础 解 系 为 1 2( 1,1,1,0,0) , (6, 2.5,0,3,1)T T     ， 通 解 为

1 1 2 2c c    ，其中 1 2,c c 为任意常数。

接下来讨论非齐次线性方程组解的结构，设有非齐次线性方程组

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







（4.8）

它的向量形式为 Ax b 。

定理 3 若 1 2,  是 Ax b 的解，则 1 2  是对应齐次方程组 0Ax  的
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解。

证 1 2 1 2( ) 0A A A b b         ，即 1 2  是 0Ax  的解。

定理 4 若是 Ax b 的解， 是 0Ax  的解，则 x    是 Ax b 的

解。

证 ( ) 0A A A b b         ，即 x    是 Ax b 的解。

由定理 3可知，若求得 Ax b 的解
* ，则 0Ax  的任一解总可表示为

*x    ，

其 中 x  为 方 程 0Ax  的 解 ， 又 若 方 程 0Ax  的 通 解 为

.2211 rnrnkkkx    ，则方程 Ax b 的任一解总可表示为

*
2211    rnrnkkkx 

而由定理 4可知，对任何实数 1 2, , , n rk k k  ，上式总是方程 Ax b 的解。

于是方程 Ax b 的通解为

*
2211    rnrnkkkx  （ 1 2, , , n rk k k  为任意实数）

其中 1 2, , , n r    是 0Ax  的基础解系。

知识点巩固：

例 2 求解线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0
3 1

12 3
2

x x x x
x x x x

x x x x


    


   

     


提问学生：1.该线性方程组是齐次的还是非齐次的？

2.其通解的结构是什么？

解 对增广矩阵施行初等行变换













































213100
14200
01111

213211
13111
01111

B
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,
00000
212100
211011





















可见 2)()(  BA RR ，所以方程组有解，并有














2
12

2
1

43

421

xx

xxx

取 042  xx ，则
2
1

31  xx ，即得方程组的一个解

























0
2
1
0
2
1

* ，

在对应的齐次线性方程组







43

421

2xx
xxx

中，取

,
1
0

,
0
1

4

2

























x
x

则 ,
2
1

,
0
1

3

1

























x
x

即得对应的齐次线性方程组的基础解系

,

1
2
0
1

,

0
0
1
1

21







































 

于是所求通解为

).,(

0
21
0
21

1
2
0
1

0
0
1
1

2121

4

3

2

1

Rcccc

x
x
x
x

















































































课堂评测：

习题 4(A)：9（1）,10（1）

内容小结：
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齐次线性方程组 0Ax  的通解为

1 1 2 2 p px k k k      （ 1 2, , , pk k k 为任意常数）

其中 1 2, , , p   为是 0Ax  的基础解系。

非齐次线性方程组 Ax b 的通解为

*
2211    rnrnkkkx  （ 1 2, , , n rk k k  为任意实数）

其中 1 2, , , n r    是 0Ax  的基础解系，
* 是 Ax b 的解。

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 向量及向量空间 内 容 向量空间、习题课

章节名称
§4.4 向量空间

第 4章习题课

教学

时数
2

单元内容
§4.4 向量空间

第 4章习题课
时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标:理解向量空间、基、坐标等基本概念。

能力目标:掌握基变换与坐标变换，会求过渡矩阵。

思政目标:通过展示中国航天科技的巨大进展，激发学生的民族

自豪感，以及追求科学的探索精神。

重点难点
重点：向量空间、基的概念。

难点：向量空间的基、基变换与坐标变换。

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备初等数学知识和

计算技能。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业
习题 4(A) 28,29,30,31

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014



章节（单元）教案

教学流程

导入：

2020 年 12 月 17 日凌晨，携带月球土壤样品的中国嫦娥五号返

回器成功返回地球。这是人类时隔 44 年再次获得月球样本，见证

了中国航天创造的新历史。作为我国复杂度最高、技术跨度最大的

航天系统工程，嫦娥五号任务成功实现了我国首次月面采样与封

装、月面起飞、月球轨道交会对接、携带样品载入返回等多项技术

重大突破，标志着我国探月工程“绕、落、回”三步走规划如期完

成，至此中国探月工程六战六捷，其中控制系统的输入和输出信号

就依赖于函数的向量空间，我们这节课来学习向量空间。

（思政目标：通过展示中国航天科技的巨大进展，激发学生的

民族自豪感，以及追求科学的探索精神。）

新知讲解：

定义 1 设V 为 n维向量的集合，若集合V 非空，且集合V 对于向量的加

法及乘数两种运算封闭，则称集合V 为向量空间。封闭是指，在集合V 中可

以进行加法及乘数运算，即：若 a V ，b V ，则 a b V  ；若 a V ，

R  ，则 a V  。

一般的，由向量组 1 2, , , m   所生成的向量空间为

1 1 2 2 1 2{ , , , }m m mL x R             

定义 2 设V 为向量空间，如果 r个向量 1 2, , , r V    ，且满足

（1） 1 2, , , r   线性无关；

（2）V 中任一向量都可由 1 2, , , r   线性表示，

那么，向量组 1 2, , , r   就称为向量空间V 的一个基，r称为向量空间V 的

维数，并称V 为 r维向量空间。

如果向量空间V 没有基，那么V 的维数为 0。0 维向量空间只含一个零

向量 0.

定义 3 如果在向量空间V 中取定一个基 1 2, , , r   ，那么V 中任一向
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量 可唯一地表示为

1 1 2 2 r r        

数组 1 2, , , r   称为向量 在基 1 2, , , r   中的坐标。

特别地，在 n维向量空间
nR 中取单位坐标向量组 1 2, , , ne e e 为基，则

以 1 2, , , na a a 为分量的向量 ，可表示为

1 1 2 2 n na e a e a e    

可见向量在基 1 2, , , ne e e 中的坐标就是该向量的分量。因此， 1 2, , , ne e e 叫

做
nR 中的自然基。

定义 4 设V 为向量空间，向量组 1 1 2: , , , rB    与 2 1 2: , , , rB    都

是V 的基，且

11 12 1

21 22 2
1 2 1 2

1 2

( , , , ) ( , , , )

r

r
r r

r r rr

a a a
a a a

a a a

     

 
 
 
 
 
 




 
   



则称矩阵

11 12 1

21 22 2

1 2

A

r

r

r r rr

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


为基 1B 到 2B 的过渡矩阵。

定理 1 设向量 在两组基 1 1 2: , , , rB    与 2 1 2: , , , rB    下的坐

标分别为 1 2( , , , )Trx x x x  和 1 2( , , , )Try y y y  ，基 1B 到 2B 的过渡矩阵

为 A ，则 Ay x 或
1Ay x 。

证 由已知条件有 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) Ar r       成立，且

1 1 2 2

1 1 2 2

r r

r r

x x x
y y y

   
  

   

   




所以

1 1

2 2
1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ,r r

r r

x y
x y

x y
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1 1

2 2
1 2 1 2( , , , ) ( , , , )[ ]A Ar r

r r

y y
y y

y y

     

   
   
    
   
   
   

 
 

由于 在基 1 2, , , r   下的坐标是唯一的，所以 Ay x 或
1Ay x 。

（思政目标：讲解基底变换与坐标变换时，n 维向量空间的子

空间中，每一个向量都可以表示成基底的唯一组合，向量坐标的确

定依赖于基底的选择，激励学生需要根据自己的兴趣爱好，找准自

己的人生坐标，确定坐标与目标后，无论遇到什么挫折，都一如既

往的勇敢坚持走下去。）

知识点巩固：

例 1 已 知
3R 的 一 组 基 2 1 2 3{ , , }B    为

1 2 3(1, 2,1) , (1, 1,0) , (1,0, 1)T T T       ，求自然基 1 1 2 3{ , , }B    到

2B 的过渡矩阵 A 。

解 由

1 1 2 3

2 1 2

3 1 3

2   
  
  

  
  
  

即

1 2 3 1 2 3

1 1 1
( , , ) ( , , ) 2 1 0

1 0 1
     

 
   
  

得

1 1 1
2 1 0
1 0 1

A
 
   
  

。

例 2 已知
3R 的两组基 1 1 2 3{ , , }B    及 2 1 2 3{ , , }B    ，其中

1 2 3

1 2 3

(1,1,1) , (0,1,1) , (0,0,1) ,

(1,0,1) , (0,1, 1) , (1, 2,0) .

T T T

T T T
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（1）求基 1B 到基 2B 的过渡矩阵 A ；（2）已知 在基 1B 下的坐标为

(1, 2, 1)T  ，求 在基 2B 下的坐标。

解 （1）设

11 12 13

1 2 3 1 2 3 21 22 23

31 32 33

( , , ) ( , , )
a a a
a a a
a a a

     
 
   
 
 

将以列向量形式表示的两组基向量代入上式，得

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 0 1 1 0 0
0 1 2 1 1 0
1 1 0 1 1 1

a a a
a a a
a a a

    
        
        

故过渡矩阵

1
11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 2
1 1 1 1 1 0

1 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 1 2 1 1 1
0 1 1 1 1 0 1 2 2

A
a a a
a a a
a a a


     
           
          
    
           
           

（2）根据定理 1，得 在基 2B 下的坐标

1
1

2

3

1 0 2 1 1 5
2 1 3 2 2 7
1 1 2 1 1 4

A
y
y
y



         
                       
                  

此题的另一解法：先求出 ，即

1 2 32 (1, 1, 2)T        

然后按 1 1 2 2 3 3y y y      ，解出坐标 1 2 3( , , )Ty y y 。

课堂评测：

习题 4(A) 31

内容小结：

向量空间、基、坐标、过渡矩阵、基变换与坐标变换
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第 4章习题课

一、本章内容小结

1.n维向量

2.n维向量的线性相关性

3.向量组的秩及其最大线性无关组

4.齐次线性方程组有非零解的条件及解的结构

5.非齐次线性方程组有非零解的条件及解的结构

6.Rn的基与向量的坐标

7.过渡矩阵，基变换与坐标变换

二、习题讲解

习题四 （A）

1. 将向量  表示成其它向量的线性组合:

（1） 1 2 3(3,5, 6) , (1,0,1) , (1,1,1) , (0, 1, 1) .T T T T         

（2）

1 2 3 4(2, 1,5,1) , (1,0,0,0) , (0,1,0,0) , (0,0,1,0) , (0,0,0,1) .T T T T T         

2. 判别下列向量组的线性相关性:

（1） 1 2 3(1,0, 1) , ( 2, 2,0) , (3, 5, 2) .T T T       

（2） 1 2 3(1,1,3,1) , (3, 1, 2, 4) , (2, 2,7, 1) .T T T      

3. 设 1 2 3 4(6, 1,3) , ( , 2, 2) , ( ,1,0) , (0,1, ) .T T T Ta a a a        

试问：

（1） a为何值时， 1 2,  线性相关？线性无关？

（2） a为何值时， 1 2 3, ,   线性相关？线性无关？

（3） a为何值时， 1 2 3 4, , ,    线性相关？线性无关？

4. 证明：若 1 2,  线性无关，则 1 2 1 2,     也线性无关.

8. 求下列向量组的秩和一个最大无关组，并将其余向量用此最大无关组

线性表示.
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（1） 1 2 3 4(1,1,1) , (1,1,0) , (1,0,0) , (1, 2, 3) .T T T T       

（2）

1 2 3 4(1,1,3,1) , ( 1,1, 1,3) , (5, 2,8, 9) , ( 1,3,1,7) .T T T T           

9.求下列齐次线性方程组的一个基础解系及通解：

（1）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 7 0
2 2 0
3 2 4 0

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

；

（2）

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 0
2 2 3 0
3 2 2 0
2 5 2 2 0

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

    
     
     
     

；

（3）

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 0
2 0
7 5 5 5 0

3 2 0

x x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x

    
     
     
     

.

10．求下列非齐次线性方程组的通解：

（1）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 7 3 6
3 5 2 2 4
9 4 7 2

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

；

（2）

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

1 2 3 4 5

7
3 2 3 2

2 2 6 23
5 4 3 3 12

x x x x x
x x x x x
x x x x
x x x x x

    
      
    
     

；

（3）
















694
13283
542
432

zyx
zyx
zyx
zyx

.

11. 设线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3
2
2

x x x
x x x
x x x

 




   
    
    

,

讨论取何值时，方程组无解？有唯一解？有无穷多解？并在方程组有

无穷多解时，求其通解.

30. 验证 1 2 3(1, 1,0) , (2,1,3) , (3,1, 2)T T T      为
3R 的一个基，并
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把 1 2(5,0,7) , ( 9, 8, 13)T Tv v     用这个基线性表示.

31. 已知
3R 的两个基为

1 2 3

1 1 1
1 , 0 , 0
1 1 1

  
     
            
          

及 1 2 3

1 2 3
2 , 3 , 4
1 4 3

  
     
            
     
     

求由基 1 2 3, ,   到基 1 2 3, ,   的过渡矩阵 P .

教 学

后 记



章节（单元）教案

要 素 相似矩阵 内 容 向量内积和正交矩阵

章节名称 §5.1 向量内积和正交矩阵
教学

时数
2

单元内容

1.向量的内积

2.正交向量组

3.正交矩阵及其性质

时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标: 理解向量的内积,正交向量组，理解正交矩阵及其性质.

能力目标: 掌握向量的内积、正交矩阵及施密特正交化方法。

素质目标（价值观目标）:通过本节课学习，提升学生学习数学的兴

趣及应用数学的意识。

思政目标：培养学生严谨科学的态度，让学生体会科学的方法论中

严谨，实事求是的重要性，从而达到培养科学思维方式的目的。

重点难点
重点：向量的内积，正交向量组，正交矩阵及其性质

难点：正交矩阵及其性质

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备初等数学知识和

计算技能。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业

作业：习题五 1 2 3

思考: (B) 2

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014



章节（单元）教案

教学流程

§5.1 向量内积和正交矩阵

导入

通过对向量空间知识的学习，注意到了它与几何向量在某些特征上是一

致的，特别是线性运算，但我们并没有涉及更多的几何度量性质，比如向量

的大小，距离，夹角等，而这些性质在解析几何中是通过内积反映出来的，

本节我们将学习引入内积的实数域（复数域）上的向量空间，即欧氏空间（酉

空间），这也是几何与代数的又一次结合。

思政元素（欧几里德简介）：约在公元前 300 年，古希腊数学

家欧几里得建立了角和空间中距离之间联系的法则，现称为欧几里

得几何。欧几里得首先开发了处理平面上二维物体的"平面几何"，

他接着分析三维物体的"立体几何"，所有欧几里得的公理已被编排

到叫做二维或三维欧几里得空间的抽象数学空间中。而这些数学空

间可以被扩展来应用于任何有限维度，而这种空间叫做 n 维欧几

里得空间(甚至简称  n 维空间)或有限维实内积空间。这些数学空

间还可被扩展到任意维的情形。

亚历山大里亚的欧几里德(希腊文:Ευκλειδης ，约公

元前 330 年-前 275 年)，古希腊数学家，被称为"几何之父"。他活

跃于托勒密一世(公元前 323 年-前 283 年)时期的亚历山大里亚，

他最著名的著作《几何原本》是欧洲数学的基础，提出五大公设，

发展欧几里德几何，被广泛的认为是历史上最成功的教科书。 欧

几里得也写了一些关于透视、圆锥曲线、球面几何学及数论的作品。

欧几里德生于雅典，当时雅典就是古希腊文明的中心。浓郁的

文化气氛深深地感染了欧几里得，当他还是个十几岁的少年时，就

迫不及待地想进入"柏拉图学园"学习。
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讲授新课：

定义 1：

的内积为与规定，维向量设 yxyyyyxxxxn TT
n ,),,(),,,( 2121  

.),(
,.),( .2211

xyyxyx
yxyxyxyxyx

TT
nn



 号表示有均为列向量时，矩阵记当

由定义，易证内积具有下列性质

（ⅰ）对称性： ),(),( xyyx 

（ⅱ）线性性： ),(),(),(),,(),( zyzxzyxyxkykx 

（ⅲ）正定性： 00),(,0),(  xxxxx 的充要条件为

RkRzyx n  ,,,其中

定义 2

xxxxxxxxxx n
T

n 为向量）（称）＝（设 22
2

2
121 ,,,,,   的模或长

度

为单位向量。时，称当即记为 xxxxxxxxx n 1,),(, 22
2

2
1  

向量的内积满足柯西——施瓦茨（Cauchy——Schwarz）不等式

yxyx ),(

根据内积满足柯西——施瓦茨不等式，我们可以利用内积定义向量之间的夹

角。

定义 3 之间的夹角定义为向量 )0,0(,  yxyx

yx
yxyx ),(arccos, 

.,0.0),( 与任何向量都正交则显然若正交与时，称向量当 xxyxyx 

在定义了内积运算的
nR 中，三角形不等式和勾股定理仍然成立，即

yxyx ＋
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2220),( yxyxyx  时，当

一组两两正交的非零向量，称为正交向量组。

定理 1

ssn  ,,,,,, 2121  向量，则是两两正交的一组非零维向量若

线性无关。

证明： 02211  sskkk  设

线性无关。，，，因此故）由于（

）（则

siii

iii

s

j
jji

sik

sikk









21

1

.,,2,1,0,0,

.,,2,1,0),(,






定义 4 设向量组 r ，， 21 是向量空间V 的一个基，

若 r ，， 21 两两正交，且都是单位向量，

则称 的一个标准正交基。是，， Vr 21

1 21  r v v   例 设 ， ， ， 是向量空间 的一个标准正交基，求 中向量 在这组基下的坐标。

1 1 2 2

1 1 2 2
1

1 2

, ( 1, , )

( ) ( , ) ( , )

( , ) 1, 2, ,

r r j

r

j r r i i j j j j j
i

n

j j

x x x j r

x x x x x x

j
x j n

    

        

   
 



   

      

 



 






解：设 ＝ 将此式两边对 分别求内积，得

（ ， ）

所以 在标准正交基 ， ， ， 下得坐标的第 个分量为

施密特（Schimidt）正交化方法，这一过程也称为施密特正交化过程。

设 的一个基，是向量空间，，， vr 21

取 11  

 
  1

11

12
22 ,

,





 

… … …

 
 

 
 

 
  1

11

1
2

22

2
1

11

1

,
,

,
,

,
,




 r
rr

rrrr
rr 












 

容易验证 r ，，， 21 两两正交，

且 r ，，， 21 与 r ，， 21 等价，
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再将它们单位化为 r ，，， 21 ，

其中 rjj
j

j ,,2,11  


 ，

这就由 r ，，， 21 构造出了标准

正交基 r ，，， 21 。

例 1 已知  321  ，，B 是
3
的一组基，

其中       .1,1,11,0,10,1,1 321
TTT   ，，

试用施密特正交化方法，由 B构造 3的一组标准正交基。

解 取  T0,1,111  ，

 
      TTT )1,

2
1,

2
1(0,1,1

2
11,0,1

,
,

1
11

12
22  




 ，

 
 

 
 

   

.)
3
1,

3
1,

3
1(

0,1,1
2
2)1,

2
1,

2
1(

3
21,1,1

,
,

,
,

1
11

13
2

22

23
33

T

TTT





 









再将 321  ，， 单位化，得 3的标准正交基为

,
3
1,

3
1,

3
11

,
6
2,

6
1,

6
11

,0,
2
1,

2
11

3
3

3

2
2

2

1
1

1

T

T

T




























 

















定义 5 若 n阶矩阵 A 满足 ATA = I，则称 A 为正交矩阵，简称正交阵。

定理 2 A 为 n阶正交矩阵的充分必要条件是 A 的列向量组为
nR 的一组标准

正交基.
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证:设 ,

21

22221

11211





















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A







按列分块为 ),,,,( 21 n  于是













































n
T
n

T
n

T
n

n
TTT

n
TTT

n

T
n

T

T

T AA






















21

22212

12111

21
2

1

),,,(

因此, IAAT  的充分必要条件是

;,,2,1,1),( niiii
T
i  

且 .,,2,1,,,0),( njiijjij
T
i  

即 A的列向量组 ),,,( 21 n  为
nR 的一组标准正交基.

定理 3 设 A,B 皆是 n阶正交矩阵,则:

(ⅰ) ;11det  或A (ⅱ) ;1 TAA 

(ⅲ) ;)( 1 也是正交矩阵即 AAT

(ⅳ)AB 也是正交矩阵.

证: (ⅲ)

;)(,)(A 11TT 也是正交矩阵即所以由于   AAEAAAAA TTT

从而的行向量组也是
n
的一组标准正交基.

(ⅳ)由 ,)()()( EBBBAABABAB TTTT  即的 AB也是正交矩阵.

定理 4 若列向量 yx, n
在 n阶正交矩阵 A 作用下变换为 nRAyAx , ,

则向量的内积、长度及向量的夹角都保持不变，即

( , ) ( , ), , ,Ax Ay x y Ax x Ay y  

< ,Ax Ay >=< ,x y >.

证：
( , ) ( ) ( ) ( )

( , ).

T T T

T

Ax Ay Ax Ay x A A y
x y x y

 

 

当 y x 时，有 ( , ) ( , ), . .Ax Ax x x Ax x Ay y  即 同理 因此
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( , ) ( , )cos , cos , ,Ax Ay x yAx Ay x y
Ax Ay x y

     

所以向量 .Ax Ay x y与 的夹角等于 与 的夹角

思政案例：体会数学运算的巧妙之处.感受转化的神奇力量.

通过证明,训练学生的数学思维,让学生感受数学的巧妙之处,数学

推理的严谨性.

小结：

1. 内积的定义及性质.

2. 正交矩阵的定义及性质.

3. 施密特正交化方法.

作业： 课后 1 2 3 题

教 学

后 记

课后要认真总结，准确理解和掌握正交向量组的概念及基本性质． 能熟

练运用施密特正交化方法，由一个线性无关向量组求出一个标准正交向量组，

掌握正交矩阵的概念及其与标准正交基的关系．



章节（单元）教案

要 素 相似矩阵 内 容 方阵的特征值与特征向量、相似矩阵

章节名称 §5.2 方阵的特征值与特征向量、相似矩阵
教学

时数
2

单元内容

1. 矩阵的特征值与特征向

量定义及计算

2.特征值与特征向量的基本

性质

时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标: 理解特征值、特征向量、特征矩阵、特征多项式、特征

方程的定义。

能力目标: 熟练掌握特征多项式、特征值、特征向量的求法。理解

特征值、特征向量的基本性质。

素质目标（价值观目标）:通过本节课学习，提升学生学习数学的兴

趣及应用数学的意识。

思政目标：培养学生严谨 科学的态度，让学生体会科学的方法论中

严谨，实事求是的重要性，从而达到培养科学思维方式的目的。

重点难点

重点：二、三阶矩阵特征值、特征向量的求法，特征值、特征向量

的基本性质。

难点：特征值、特征向量的基本性质的应用。

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备初等数学知识和

计算技能。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业

作业：习题五 13，14，15

思考: (B) 7

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014



章节（单元）教案

教学流程

§5.2 方阵的特征值与特征向量、相似矩阵

导入

本节将通过行列式及方程组的相关知识，学习方阵的特征多项式，进而学

习方阵 A的特征值与特征向量。

讲授新课

 则称使得维列向量和非零阶方阵，若存在数为设 ,,A xAxxnn 

方阵 A的特征值，非零向量 x称为 A的对应于特征值的特征向量。

定义 2 设 阶方阵n ),( ijaA  则

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

AEf





















21

22221

11211

)det()(

称为方阵 A的特征多项式， E A  称为 A的特征矩阵， ( ) 0f   称为 A的

特征方程。

思政案例：特征值和特征向量是矩阵特征的重要体现，生活中要注

意善于提炼，在复杂的社会现象中练就通过现象看本质的能力，遇

事坚持自己的特质和原则，如此才能轻装上阵，提高效率。

例 1 求矩阵

5 1 1
3 1 1
4 2 1

  
  
  

的特征值与特征向量。

解 矩阵 A的特征方程为

5 1 1
det( ) 3 1 1 0

4 2 1
E A


 




    

 

该特征矩阵的行列式的每行之和均为 3  ，将各列加到第 1 列，并将第 1 行

乘－1加到第 2、3行得

det( ) ( 3)E A    2

1 1 1
0 2 0 ( 3)( 2) 0
0 1 2
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故 A得特征值为 1 23, 2  （二重特征值）。

1 13 当 ＝ 时，由（ E-A） 0x  ，即

1

2

3

2 1 1 0
3 2 1 0
4 2 2 0

x
x
x

     
           
          

得其基础解系为 Tx )1,1,1(1  ，所以 111 (kxk 为非零任意常数）是 A的对应于

31  的全部特征向量。

当 22  时，由 0)( 2  AE ，即






















































0
0
0

124
113
113

3

2

1

x
x
x

得其基础解系为 2 (1,1,2) ,Tx  因此， 2 2 2( )k x k 为非零任意常数 是 A的对应

于 2 2＝ 的全部特征向量。

例 2 求矩阵

2 1 1
0 2 0
4 1 3

A
 
   
  

的特征值和特征向量。

解

2

2 1 1
0 2 0
4 1 3

2 1
( 2)

4 3

( 1)( 2)

E A


 







 

  
  

 

 
 



  

所以 A的特征值为 1 2 31 2  ＝ ， ＝ ＝

当 1 1 ＝ 时，解方程（-E-A） 0x  。由
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1 1 1 1 0 1
0 3 0 0 1 0
4 1 4 0 0 0

E A
     

          
       

,

得基础解系 1

1
0
1

p
 
   
 
 

所以对应于 1 1 ＝ 的全部特征向量为 1( 0)kp k  。

当 2 3 2 ＝ ＝ 时，解方程 (2 ) 0E A x  。由

4 1 1 4 1 1
2 0 0 0 0 0 0 ,

4 1 1 0 0 0
E A

      
        
       

得基础解系 2 3

0 1
1 , 0 ,
1 4

p p
   
       
      

所以对应于 2 3 2 ＝ ＝ 的全部特征向量为

2 2 3 3 2 3( , 0)k p k p k k 不同时为 。

性质 1：设 n阶矩阵 1 2 ,ij nA   ＝（a ）的特征值为 ， ， ， 则

（ⅰ） 1 2 11 22 ;n nna a a         

（ⅱ） 1 2 n A   

性质 2：若是方阵 A的特征值， ,x A 是 的属于 的特征向量 则

（ⅰ） k kA是 的特征值 ( )k是任意常数 ，

(ⅱ) m m 是A 的特征值 ( )m为正整数 ，

（ⅲ）当可逆时， 1 1A  是 的特征值;

且 x仍为矩阵 1, ,mkA A A
的分别对应于特征值

1, ,mk 

的特征向量。

由此可推出：若 , ( ) (A) ,A   为 的特征值 则 是 的特征值 其中

0 1 0 1( )= , ( )m m
m ma a a A a I a A a A           
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性质 3 T .A A与 有相同的特征值

定义 3 设 A， B均为 1,n n AP B 阶矩阵 若存在可逆 阶矩阵P,使P .则称

B是 A的相似矩阵，或称 A与 B相似。记为 BA ~ .对 A进行运算
1P AP

称

为对 A进行相似变换，可逆阵 P称为将 A变成 B的相似变换矩阵。

矩阵的相似关系也是一种等价关系，即有

（ⅰ）反身性： ~A A

(ⅱ)对称性：若 ~ , ~A B B A则

(ⅲ)传递性： ~ , ~ , ~A B B C A C若 则

思政案例：相同的特征多项式和特征值说明“形变而质不变”的辩

证思想。

定理 1 相似矩阵的特征值相同。

证 只需证明相似矩阵有相同的特征多项式。设 ~A B，则存在可逆矩阵 P，

使得
1P AP B 

于是

 

1

1 1

1

E E

( E ) E

E 1

B P AP

P A P P A P

A P P

 

 





 



  

   

  因

必须注意，定理 1 的逆命题不成立，例如

1 0 1 1
E , ,

0 1 0 1
A   

    
   

都以 1 为二重特征值，但对于任何可逆矩阵 P，都有
1E EP P A   ,故 A

和E不相似。

推论：若 n阶矩阵 A与对角阵 ),,,( 21 ndiag  

相似，则 1 2, , , n A n   是 的 个特征值。

证：因 1 2, , , n n    是 的 个特征值，由定理 1知

1 2, , , n A n   是 的 个特征值。



小结

1.矩阵的特征值和特征向量.

2.矩阵的相似

作业

习题五 13，14，15

教 学

后 记

本节课学习了矩阵的特征值和特征向量,掌握求矩阵的特征值和特征向

量的方法以及特征值与特征向量的一些常用性质.



章节（单元）教案

要 素 相似矩阵 内 容 方阵的对角化

章节名称 §5.3 方阵的对角化
教学

时数
2

单元内容

1. 矩阵的相似概念、性质

2. 矩阵的相似对角化

3. 矩阵的相似对角化的应

用

时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标: 理解相似矩阵的概念、性质，理解矩阵的相似对角化

能力目标:掌握化矩阵对角形的方法。

素质目标（价值观目标）:通过本节课学习，提升学生学习数学的兴

趣及应用数学的意识。

思政目标：培养学生严谨 科学的态度，让学生体会科学的方法论中

严谨，实事求是的重要性，从而达到培养科学思维方式的目的。

重点难点

重点：相似矩阵的概念、性质，矩阵的相似对角化，如何将一个矩

阵化为相似对角阵。

难点：如何将一个矩阵化为相似对角阵。

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备初等数学知识和

计算技能。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业

作业：习题五 16，17，18

思考: (B) 6 9.

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014
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§5.3 方阵的对角化

导入

形式最简单的矩阵是 n阶对角形矩阵, 这一节里,将研究一个 n阶矩阵

什么时候与一个对角矩阵相似的问题.

讲授新课

定理

1 .n A A n阶方阵 与对角阵相似的充要条件是 有 个线性无关的特征向量

证：必要性：设

1
1 2( ) ,nP AP diag      

记作

, , ,

即 AP P  .

将 P矩阵按列分块，表示成

P  1 2( , , , ),nx x x

则

1

2
1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ,n n

n

A x x x x x x






 
 
 
 
 
 

 


即 1 2 1 1 2 2( , , , ) ( , , , )n n nAx Ax Ax x x x   

于是

( 1,2, , )i i iAx x i n   。

故 1 2, , , nx x x 是 A分别对应于特征值 1 2 n  ， ， ， 的特征向量。由于 P

可逆，所以它们是线性无关的，必要性得证。

上述步骤显然可逆，所以充分性也成立。

定理 2 矩阵 A的属于不同特征值的特征向量是线性无关的。

证：设 A的m个互不相同的特征值为 1 2 m  , , , ，其相应的特征向量

分别为 1 2, , , mx x x 。

对m作归纳法，证明 1 2, , , mx x x 线性无关。
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当m =1 时，结论显然成立（因特征向量 1 0x  ）

设 k个不同特征值 1 2 k  , , , 的特征向量 1 2, , , kx x x 线性无关，下面考

虑 1k  个不同特征值的特征向量的情况。

设

1 1 2 2 1 1 0k k k ka x a x a x a x     

则 A( 1 1 2 2 1 1k k k ka x a x a x a x     )=0, （5.1）

即 1 1 1 2 2 2 1 1 1 0.k k k k k ka x a x a x a x          (5.2)

将(5.1)式乘 1,k  再减去(5.2)式得

1 1 1 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) 0k k k k k ka x a x a x             

根据归纳假设 1 2, , , kx x x 线性无关，所以

1( ) 0, 1, 2, , .i k ia i k     

由于 1 , 1, 2, , .k i i k    

所以 0, 1, 2, , .ia i k   (5.3)

将(5.3)式代入(5.1)式，得

1 1 0k ka x  

由于特征向量 1 10, 0,k kx a  故 故 1 2 1, , , kx x x  线性无关。

推论：若 , .n A n A阶矩阵 有 个互不相同的特征值 则 与对角阵相似

定理 3 设 1 2 m  , , , 为 n A阶矩阵 有m个互不相同的特征值 ,对应于

i 的线性无关的特征向量为
1 2
, , , ( 1, 2, , ),

rii i ix x x i m  则由所有这些特征

向量（共 1 2 mr r r   个）构成的向量组（
1 2
, , , 1,2, ,

rii i ix x x i m  ）是

线性无关的。

证 设
1 1 2 2

1
( ) 0

r ri i

m

i i i i i i
i

k x k x k x


     (5.4)

记
1 1 2 2 r ri ii i i i i i iy k x k x k x    (5.5)
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(5.4)式化为 1 2 0my y y    (5.6)

其中 iy 是对应于 i 的特征向量或零向量（ 1,2, ,i m  ）。根据定理 2，(5.6)

式中的 1 2, , , my y y 都不是特征向量（因为它们中如果有一个或几个是特征

向量，则由其线性无关性可知它们之和不等于 0），所以

0,iy  1,2, ,i m 

(5.7)

由于
1 2
, , ,

rii i ix x x 是线性无关的，因此由(5.7)和(5.5)可得

1 2
0,

rii i ik k k    1,2, ,i m 

故定理的结论成立。

定理 4 设 0 是 n阶矩阵 A的一个 k 重特征值，对应于 0 的线性无关的特

征向量的最大个数为 l，则 k l 。

证： 用反证法。设 ,l k 由于

0 , 0,i i iAx x x  1,2, ,i l  (5.8)

将 1 2, , , ix x x 扩充为 nn 维向量空间 的一组基

1 2 1, , , , , , ,l l nx x x x x 

其中 1, ,l nx x  一般不是 A的特征向量，但 ( 1, , ),n
mAx m l n    可用上

述的一组基线性表示，即

' ' ' ' '
1 1 2 2 1 1m m m lm l l m l nm nAx a x a x a x a x a x        

( 1, , )m l n   (5.9)

将(5.8)，(5.9)中的 n个不等式写成一个矩阵等式

A ( 1 1, , , , ,l l nx x x x  )
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= ( 1 1, , , , ,l l nx x x x  )

' '
0 1 1 1

' '
0 1

' '
1 1 1

' '
1

l n

l l l n

l l l n

nl nn

a a

a a
a a

a a









  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0


  




 


—

(5.10)

其中 0 有 l个。

记 1 1( , , , , , ),l l nP x x x x  

并将 (5.10)式右端矩阵分块表示，则有

0 11

2

.
0

lE A
P AP

A
  

  
 

根据相似矩阵有相同的特征多项式，得

1

0 1

2

0 2

0

( )
0

( )

( ) ( )

n n

l

n l

l n l

l

E A E P AP

E A
E A

E E A

g

 

 


  

  







  

 




  

 

(5.11)

其中 2( ) n lg E A n l    是 的 次多项式。

由(5.11)式可知， 0 至少是 A的 ( )l l k 重特征值，与 0 是 k重特征值矛

盾。所以 l k 。

定理 5 n阶矩阵 A与对角矩阵相似的充分必要条件是：A的每个特征

值对应的特征向量线性无关的最大个数等于该特征值的重数（即 A的每个特

征子空间
i iV 的维数等于特征值 的重数）。

证：设
1
( ) ,iri

i
I A  





  

其中 1
1

, , .
m

m i
i
r n 



  且互异，又有

充分性：由于对应于 i ir的特征向量有 个线性无关，又
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m个特征值互异，由定理 3， A有

1n A个线性无关的特征向量，依据定理， 与对角阵相似。

必要性：用反证法，设有一个特征值 i 所对应的线性无关的特征向量的最

大 个 数

4 Ai i il r n 的重数 ，则由定理 可知， 的线性无关的特征向量个数小于

，故 A不能与对角阵相似。

例 1 设实对称矩阵

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

A

   
    
   
 
   

.

问： A是否与对角阵相似？若与对角阵相似，求对角阵及可逆矩阵P，

使得
1P AP  。再求 ( )kA k为正整数。

解 A的特征多项式

1 1 1 1
1 1 1 1

E
1 1 1 1
1 1 1 1

A












 




=

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1












（ +2）

=

1 1 1 1
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2












（ +2）

= （ +2） 3（ -2）

所以 A得特征值 1 22 2   （单根）， （三重跟）。

由 1E-A（ ） 0,x  即



教学流程

1

2

3

4

3 1 1 1 0
1 3 1 1 0

=
1 1 3 1 0
1 1 1 3 0

x
x
x
x

     
         
    
    

    

得  1 1 1 1 1(1,1,1,1) , 0Tk k    对应的特征向量为 。

由 2E-A（ ） 0,x  即

1 2 3 4 0x x x x   

得基础解系为
TTT )1,0,0,1(,)0,1,0,1(,)0,0,1,1( 432   。

A有 4 个线性无关的特征向量，故 A与对角阵相似。

取

1 2 3 4

1 1 1 1
1 1 0 0

( , , , )
1 0 1 0
1 0 0 1

P    

 
   
 
 

 

，

1

2
2

.
2

2

P AP

 
 
   
 
 
 

的 4 个对角元依次是 4 个特征向量所对应的特征值。由于特征向量（或

( ) 0E A x   的基础解系）不唯一，所以 P也不唯一。

由 1,A P P  可得

1 1 1 1 1A ( )k k kP P P P P P P P P P           

4
1

1 1 1 1 1 1 1 1( 2)
1 1 0 0 1 3 1 121
1 0 1 0 1 1 3 14 2
1 0 0 1 1 1 1 32

2 ,

2 ,

k

k

k

k

k

k

E k

A k

    
         
     
          

 


是偶数，

是奇数.

定理 6 实对称矩阵 A的任一个特征值都是实数。

证：设  是 A的任一个特征值。又 ,
T
A A ( A 为 A的共轭矩阵，即若
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A = ),( ija 则 ))( ijaA  ，和 ,Ax x 有

( ) ( ) ,

,

.

T T

T T T

T T T

Ax x

x A x x x

x Ax x x x x





 





 

又 0, 0,
T

x x x  所以 ,  即为实数。

定理 7 实对称矩阵 A对应于不同特征值的特征向量是正交的。

证 设 1 2, ( 0, 1,2), , ,T
i i i iAx x x i A A       则

1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 1 2 2 1

( )
( ) .

T T T T T

T T

x x x Ax x A x Ax x
x x x x



 

  

 

由于 21   ，所以 012 xxT ，故 1x 与 2x 正交。

思政案例：通过矩阵与对角形矩阵的相似，渗透“对立与统一”的

辩证思想，“对立”由此知彼，“统一”互为利用。

定理 8 对于任一个 n阶实对称矩阵 A，存在 n阶正交矩阵 T，使得

1
1 2( , , , ).nT AT diag     

证： 用数学归纳法。 1n  时，结论显然成立。

假设定理对任一个 1n  阶实对称矩阵 B成立，即存在 1n  阶正交矩阵 Q，

使得 1
1Q BQ   .下面证明 n阶实对称矩阵 A也成立。

设 1 1 1Ax x ，其中 1x 是长度为 1的特征向量。现将 1x 扩充为 n 的一组

标准正交基

1 2, , , ,nx x x

其中 2 , , nx x 不一定是 A的特征向量，于是就有

1 2 1 2

1 12 1

22 2
1 2

2

( , , , ) ( , , , )

0
( , , , ) .

0

n n

n

n
n

n nn

A x x x Ax Ax Ax
b b
b b

x x x

b b





 
 
 
 
 
 

 




  



(5.12)

记 1 2( , , , )nP x x x  (P为正交矩阵)，

并将(5.12)式右端矩阵用分块矩阵表示，(5.12)式可写为
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11 .
0

b
P AP

B
  

  
 

(5.13)

由于 1 1 1 1, ( ) ( ) ,T T T T TP P P AP P A P P AP      所以

1 10
0T T

b
b B B
    

   
   

因此， 0, Tb B B  (即 B为 n-1 阶实对称矩阵)，代入(5.13)式得

11 0
0

P AP
B

  
  
 

根据归纳假设，构造一个正交矩阵

1 0
,

0
S

Q
 

  
 

(读者不难验证 T
nS S E )，便有

11 1
1

11
1

1

1 2

1 0 0 1 0
( )

0 0 0

00
00

( , , , ),n

S P AP S
Q B Q

Q BQ
diag





  

 




   
    
   

  
        
 

取 T=PS（两个正交矩阵之积仍是正交矩阵）， 1 1 1,T S P   则

1
1 2( , , , ),nT AT diag     

其中 1 2, , , n   是 A的特征值。

例 2 设矩阵

1 1 1
2 4 2
2 2 0

A
  

    
  

，试判断 A 是否可与对角矩阵相似，并求 A5
。

解 矩阵 A的特征多项式

2

1 1 1
2 4 2 ( 1)( 2)
2 2

E A


   


 
     


，所以 A的特征值为 1 1＝ ，

2 3 2 ＝ ＝ 。
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当 1 1＝ 时，解齐次线性方程组 ( ) 0E A x  ：









































000
110
2101

122
232
110

AE

可得基础解系为
T

1 =（1,2,2）

当 2 3 2 ＝ ＝ 时，解齐次线性方程组 (2 ) 0E A x  ：

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 0 0 0

2 2 2 0 0 0
E A

    
         
      

可得，基础解系为
T T

2 3, =（1,1,0） =（-1,0,1）

因为矩阵 A有三个线性无关的特征向量 1 2 3, ,   ，所以 A可与对角矩阵相似。

令

 1 2 3

1 1 1 1
, , 2 1 0 , 2

2 0 1 2
P   

   
         
   
   

则 P-1AP=，于是 A=P P-1，有

     
     

5 1 1 1

1 1 1 1

5 1

A P P P P P P

P P P P P P P P

P P

  

   



   

   

 





容易求得

1

1 1 1
2 3 2
2 2 1

P

 
    
   

得

5 5

5

1 1 1 1 1 1 1
2 1 0 2 2 3 2
2 0 1 2 2 2 1

1 31 31
62 94 62
62 62 30

A
      

            
           

 
    
   

把矩阵 A 先对角化再求 Ak
，是计算矩阵的幂的方法之一。
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例 3 设实对称矩阵

1 2 0
2 2 2
0 2 3

A
 

    
  

求正交矩阵 Q，使 Q-1AQ 为对角矩阵。

解 矩阵 A 的特征方程为

1 2 0
2 2 2 0
0 2 3

E A


 



   



由此得 ( 1)( 2)( 5) 0,      所以 A的特征值为 1 2 31, 2, 5.     

当 1 1   时，解齐次线性方程组 ( ) 0,E A x   得其基础解系为

1 (2,2,1) .T 

当 2 2  时，解齐次线性方程组 (2 ) 0,E A x  得其基础解系为

2 (2, 1, 2) .T   

当 3 5  时，解齐次线性方程组 (5 ) 0,E A x  得其基础解系为

3 (1, 2, 2) .T  

不难验证 1 2 3, ,   是正交向量组。把 1 2 3, ,   单位化，得



















































3
2
3
1
3
2

1,

3
1
3
2
3
2

1
2

2
21

1
1 







3 3
3

1
3

1 2 ,
3
2
3
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令 1 2 3

2 2 1
3 3 3
2 1 2( , , )
3 3 3
1 2 2
3 3 3

Q   

 
 
 
    
 
  
 

则
1

1 0 0
0 2 0
0 0 5

TQ AQ Q AQ

 
    
 
 

例 4 设实对称矩阵为






















542
452
222

A

求正交矩阵Q，使 AQQT 为对角矩阵。

解

2

2 2 2
2 5 4 ( 1) ( 10) 0
2 4 5

E A


   


 
       



所以 A的特征值为 1 2 31, 10    

当 1 2 1   时，解齐次线性方程组 ( ) 0,E A x  得其基础解系

1 2( 2,1,0) , (2,0,1) .T T   

利用施密特正交化方法，将 1 2,  正交化：

令 1 1 

2 1
2 2 1

1 1

2 2 2 5
40 ( ) 1 4 5
5

1 0 1

T

T

 
  

 

     
               
     
     

再将 1 2,  单位化，得

1 1
1

2
1 1 1

5 0
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2 2
2

2
5

1 5 4
53 5
1

 


 
 
 
    
 
  
 

当 3 10  时 ， 解 齐 次 线 性 方 程 组 (10 ) 0,E A x  得 其 基 础 解 系

3 (1, 2, 2) ,T   单位化得

3 3
3

1
1 1 2

3
2

 


 
    
  

令 1 2 3

2 2 15 5
5 15 3
5 4 2( , , ) 5
5 15 3

1 20 5
3 3

Q   

  
 
 

   
 
  
 

则有
1

1 0 0
0 1 0
0 0 10

TQ AQ Q AQ

 
    
 
 

。

思政案例：通过计算让学生体会科学的方法论中严谨，实事求

是的重要性，从而达到培养科学思维方式的目的。

小结：相似矩阵的概念、性质，矩阵的相似对角化，如何将一个矩阵化为相

似对角阵。

作业：习题五 16，17，18

教 学

后 记

本节主要学习了相似矩阵的概念、性质，矩阵的相似对角化，如何将一个

矩阵化为相似对角阵。难点的地方是化矩阵与对角形矩阵相似，综合性很强，

涉及行列式和方程组的知识点，引导学生复习前面章节所学的内容。



章节（单元）教案

要 素 二次型 内 容 二次型及其矩阵表示、合同矩阵

章节名称
§6.1 二次型及其矩阵表示、合同矩阵

§6.2 化二次型为标准形

教学

时数
2

单元内容

1.二次型的基本概念

2.线性替换 3.矩阵的合同

4.用配方法化二次型为标准

型

5.用正交变换法化二次型为

标准型

时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标:了解二次型的定义，掌握二次型的矩阵表示方法，理解非

退化线性替换、合同矩阵的概念及其性质。

能力目标:掌握配方法将二次型化为标准型的过程。熟练掌握用正交

变换法化二次型为标准型。

思政目标：培养学生严谨科学的态度，让学生体会科学的方法论中

严谨，实事求是的重要性，从而达到培养科学思维方式的目的。

重点难点

重点：理解非退化线性替换、合同矩阵的概念及其性质，用两种方

法化二次型为标准型。

难点：合同矩阵的概念及其性质，用正交变换法化二次型为标准型。

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备矩阵的相关计算

能力。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业
作业：习题六： 1，2，5，6

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014



章节（单元）教案

教学流程

导入：

二次型的系统研究是从 18 世纪开始的，它起源于对二次曲线和二次曲面

的分类问题的讨论，将二次曲线和二次曲面的方程变形，选有主轴方向的轴

作为坐标轴以简化方程的形状，这个问题是在 18 世纪引进的。柯西在其著作

中给出结论：当方程是标准型时，二次曲面用二次型的符号来进行分类。然

而，那时并不太清楚，在化简成标准型时，为何总是得到同样数目的正项和

负项。西尔维斯特回答了这个问题，他给出了 n个变数的二次型的惯性定律，

但没有证明。这个定律后被雅克比重新发现和证明。1801 年，高斯在《算术

研究》中引进了二次型的正定、负定、半正定和半负定等术语。

新知讲解：

定义 1 的二次齐次多项式个变量含有 nxxxn ,,, 21 

 nxxxf ,,, 21 

nn xxaxxaxxaxa 1131132112
2
111 222  


 nn xxaxxaxa 223223

2
222 22 

2
nnn xa  1.6

当系数属于数域F 时，称为数域 F 上的一个 n元二次型。本章讨论实数域上

的n元二次型，简称二次型。

由于 ijji xxxx  ，具有对称性，若令

,ijji aa  ji   2.6

则  jixxaxxaxxa ijjijiijjiij 2 ，于是  1.6 可以写成对称形式

 nxxxf ,,, 21 

nn xxaxxaxa 112112
2
111  

nn xxaxaxxa 22
2
2221221  


2

2211 nnnnnnn xaxxaxxa  

 ninii

n

i
i xaxaxax 


2211

1
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j

n

i

n

j
iij

n

j
iij

n

i
i xxaxax 

 


1 111

 3.6

 

























nnnnn

nn

nn

n

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

xxx









2211

2222121

1212111

21 ,,,

  Axx

x

x
x

aaa

aaa
aaa

xxx T

nnnnn

n

n

n 














































 2

1

21

22221

11211

21 ,,,  4.6

其中：    
nnij

T
n aAxxxx


 ,,,, 21  .并称 A为二次型  3.6 对应的矩阵.

对于任意一个二次型（6.1），总可以通过（6.2），使其写成对称式（6.3），

并对应于矩阵 A .由（6.2）知， A为对称矩阵，又若 BA, 为 n阶对称方阵，

且

  BxxAxxxxxf TT
n ,,, 21 

则必有 BA 

例如，二次型   32
2
2312121 32,,, xxxxxxxxxxf n  的矩阵是



























0
2
3

2
1

2
32

2
1

2
1

2
10

A

A是一个对称矩阵。反之，对称矩阵



























0
2
3

2
1

2
32

2
1

2
1

2
10

A

所对应的二次型是

   










































3

2

1

321321

0
2
3

2
1

2
32

2
1

2
1

2
10

,,,,
x
x
x

xxxAxxxxxf T
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32
2
23121 32 xxxxxxx 

在解析几何中，为了确定二次方程

dcybxyax  22 2  不全为零,,, cba

所表示的曲线的性态，通常利用旋转变换公式：











cossin
sincos

yxy
yxx

选择适当的 ，可使上面的方程化为

dybxa  22

在旋转变换公式中， 选定后  sin,cos 是常数。 yxyx ,, 由 的线性表达式

给出，这一线性表达式称为线性变换。

定义 2 关系式
















nnnnnn

nn

nn

ycycycx

ycycycx
ycycycx







2211

22221212

12121111

,
,

（6.5）

称为由变量 nxxx ,,, 21  到变量 nyyy ,,, 21  的一个线性变量替换，简称线性

变换。矩阵





















nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

C







21

22221

11211

称为线性变换（6.5）的矩阵， 0C 时称线性变换（6.5）为非退化的线性

变换或可逆的线性变换。

如上例中，因为 01
cossin
sincos







，所以










cossin
sincos

yxy
yxx

是

一个非退化的线性变换。

设









































nn y

y
y

y

x

x
x

x

2

1

2

1

, 是两个n元变量，则线性变换（6.5）可以写成

以下矩阵形式：

Cyx 
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当 0C 时，即线性变换为非退化时，此时有

xCy 1

把式（6.5）代入（6.4）,有

    ByyACyCyCyACyAxx TTTTT 

其中   BACCACCBACCB TTTTT  , ,因此 ByyT 是以 B 为矩阵

的 y的 n元二次型。

如果线性变换（6.5）是非退化线性变换， ByyT 有下面的形状：

22
22

2
11 rr ydydyd 

其中 0id  nrri  ,,2,1  .我们称这个形状的二次型为二次型的一个

标准形。易知，    BRARr  .

知识点巩固：
例 1将二次型

  2
332

2
23121

2
1321 4222,, xxxxxxxxxxxxf 

化为标准形。

解：由于标准形是平方项的代数和，可通过配方法将二次型改写成

2
332

2
23121

2
1 4222 xxxxxxxxxf 

       2
332

2
2

2
32

2
32321

2
1 422 xxxxxxxxxxxx 

  32
2
2

2
321 2 xxxxxx 

    2
3

2
32

2
321 xxxxxx  ①

令















3

3

3

2

21

3

2

1

x
x
x

x
xx

y
y
y

即
















3

32

21

3

2

1

y
yy

yy

x
x
x

， 01
100
110
011




C

代入式①中，得原二次型的标准形

2
3

2
2

2
1 yyyf 
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其矩阵




















100
010
001

B

因为原二次型的矩阵为


















121
221
111

A

线性变换的矩阵为

01C
100
110
011




















 且C

通过计算可以验证




















100
010
001

BACC T

是对角矩阵，且

2
3

2
2

2
1 yyyByyf T 

可见，要把二次型化为标准形，关键在于求出一个非奇异矩阵C ,使得

ACC T
是对角矩阵。

定义 3. 设 BA, 为两个 n阶矩阵，如果存在 n阶非奇异矩阵C，使得

BACCT 

则称矩阵 A合同于矩阵B ,或 A与 B合同，记为

.~ BA 

可见，二次型(6.4)的矩阵 A与经过非退化线性变换 Cyx  得出的二次

型的矩阵 ACC T
是合同的。如本节例 1中有

















121
221
111




















100
010
001

~

合同关系具有以下性质：

（1）对于任意一个方阵 A，都有 ~A A

因为 阶单位矩阵为其中 nIAAII nn
T
n , .
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（2）如果 ABBA  ~,~ 则 .

因为 ，BACC T  则 ABCC T  11）（ .

（3）如果 CBBA  ~,~ ，则 CA ~ .

因为 ,2211 CBCCBACC TT  ， 则

0)()( 212121  CCCCCACC T 而 .

一、用配方法化二次型为标准形

定理 1 任何一个二次型都可以通过非退化线性变换化为标准形（证明

略）。

定理 2 对任意一个n阶实对称矩阵 A，都存在可逆矩阵C，使得

 nT ddddiagACC ,, 21

知识点巩固：

例 1 用配方法把三元二次型

  323121
2
3

2
2

2
1321 84432,, xxxxxxxxxxxxf  ①

化为标准形，并求所用的线性变换 Cyx  及变换矩阵C。

解 先按
2
1x 及含有 1x 的混合项配成完全平方，即

         32
2
3

2
2

2
32

2
32321

2
1321 83222,, xxxxxxxxxxxxxxxf 

  32
2
3

2
2

2
321 42 xxxxxxx  ，

在上式中，再按 32
2
2 4 xxx  配成完全平方，于是

      2
3

2
32

2
321321 522,, xxxxxxxxxf  ②

令















3

3

3

2

21

3

2

1

2
x
x
x

x
xx

y
y
y

③

将③式代入②式，得二次型的标准形

  2
3

2
2

2
1321 52,, yyyxxxf  ④
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从③式中解出 321 ,, xxx ，得































 


















3

2

1

3

2

1

100
210
111

y
y
y

x
x
x

⑤

⑤式是化二次型①为其标准形④所做的线性变换 Cyx  （其中变换解析C是

⑤式中的三阶矩阵）.

对于一般的n元二次型  nxxxf ,,, 21  ，如果
2
1x 的系数不为零，一般都

可像例 1 那样将其化为标准形。如果
2
1x 得系数为零，而

2
2x 的系数不为零，配

方可先从 2x 开始。如果所有平方项的系数全为零，二次型中只含混合项，此

时可按下面例 2 的方法，将其化为标准形。

例 2 用配方法化二次型 3121321 42),,( xxxxxxxf  为标准形，并求所

做的线性变换。

解 因为二次型中没有平方项，无法配方，所以先做一个线性变换，使

其出现平方项。根据 21xx ，利用平方差公式，令













33

212

211

yx
yyx
yyx

①

将①式代入二次型，得

     3212121321 42),,( yyyyyyyxxxf 

3231
2
2

2
1 4422 yyyyyy 

再用例 1 中的配方法，先对含 1y 的项配完全平方，然后对含 2y 的项配完全平

方，得到

  32
2
2

2
3

2
331

2
1321 42222),,( yyyyyyyyxxxf 

   232
2

31 22 yyyy  ②

令













33

322

311

yz
yyz
yyz
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即













32

322

311

zy
zzy
zzy

③

将③式代入②式.二次型 ),,( 321 xxxf 就化成了标准形，即

2
2

2
1321 2z2z),,( xxxf ④

这里把二次型 3121 42 xxxx  化成标准形
2
2

2
1 2z2z  ，做了①式和③式的两次线

性变换，它们分别记做

yCx 1 和 zCy 2

其中


















100
011
011

1C ，















 


100
110
101

2C ⑤

T
321 ),,( xxxx  ，

T
321 ),,( yyyy  ，

T
321 ),,( zzzz  .

于是  zCCx 21 就是二次型化成④式标准形所作的线性变换，其中变换矩

阵

















100
211
011

21CCC

这里原二次型 3121 42 xxxx  及其标准形
2
2

2
1 2z2z  所对应的矩阵，分别是


















002
001
210

A ，


















0
2

2
.

读者不难验证，  0,2,2  diagACC T
.

任一个 n阶实对称矩阵 A，也都可以通过一系列相同类型的初等行、列

变换化成其合同标准形（对角形矩阵）。所谓相同类型的初等行、列变换，

指的是：

（1）如果用倍加初等阵  cEij 右乘 A（即将 A的第 i列乘 c加到第 j列），

那么相应地也用    cEcE ij
T
ji  左乘 A（即将列变换后的 A的第 i行乘 c加到

第 j行）。变换后的矩阵    cAEcE ij
T
ji 仍是对称矩阵.
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（2）如果用  cEi 右乘 A，则也用    cEcE i
T
i  左乘 A，即 A得第 i列

和第 i行都乘非零常数 c（其中元素 iia 乘
2c ），显然    cAEcE i

T
i 仍是对称

矩阵.

(3) 如果用 ijE 右乘 A，则也用 ij
T
ji EE  左乘 A，即 A的第 i列和第 j对

换，列变换后的 A的第 i行和第 j列对换，如此所得 ij
T
ji AEE 也是对称矩阵.

对于一个 n阶实对称矩阵  
nnijaA


 ：

（1）如果 011 a ，由于  njaa jj ,,2,111  ，因此对 A做相同的倍

加行、列变换，可将第 1 行与第 1 列的其他元素全化为零，得










1

11

0
0
A

a

其中 1A 是 1n 阶实对称矩阵.

（2）如果 011 a ，但存在 0iia ，此时，先将第 1 列与第 i列对换，再

将第 1 行与第 i行对换，这样， iia 就换到了第 1 行、第 1 列的位置，如此就

化为上面（1）的情况.

（3）如果主对角元 iia 全为零，但必存在 0ija ，此时，先将第 j列加到

第 i列，再将第 j行加到第 i行，这样，第 i行、第 i列元素就化为 02 ija ，

如此就化为上面（2）的情况.

二、用正交变换法化二次型为标准形

如果线性变换的系数矩阵是正交矩阵，则称它为正交变换.

定理 3 对于二次型   Axxxf T ，一定存在正交矩阵Q，使得经过正

交变换

Qyx 

后能够把它化为标准形

22
22

2
11 nn yyyf   

其中 n ,, 21 是二次型  xf 的矩阵 A的全部特征值.

证：因为 A是实对称矩阵，由上一章第三节定理 8 可知，一定存在正交
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矩阵Q，使得





















n

T AQQ












00

00
00

2

1

其中 n ,, 21 是矩阵 A的全部特征值.

作正交变换

Qyx 

所得到的新二次型的矩阵为 AQQT
，因此新二次型为

  22
22

2
11 nn

TT yyyyAQQyf   

知识点巩固：

例 3 用正交变换把下面的二次型化为标准形，并写出所作的正交变换.

  2
332

2
23121

2
1321 585442,, xxxxxxxxxxxxf 

解：二次型的矩阵为






















542
452
222

A

在第五章第三节的例 4 中，我们已求得 A的特征方程

    0101 2   AE

和特征值 10,1 321   ，并求出使 A相似于对角矩阵的正交矩阵





























3
25

3
10

3
25

15
45

5
1

3
15

15
25

5
2

Q

因此，作正交变换 Qyx  ，就可以使二次型化为标准形

2
3

2
2

2
1 10yyyf 

例 4 已知二次型

  32
2
3

2
2

2
1321 2332,, xaxxxxxxxf   0a
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通过正交变换化为标准形
2
3

2
2

2
1 52 yyyf  .求参数 a的值及所用的正交

变换矩阵.

解：二次型  321 ,, xxxf 的矩阵为


















30
30

002

a
aA . A的特征多项式

  22 962
30

30
002

a
a

aAE 





 





 .

由于二次型通过正交变换化为标准形
2
3

2
2

2
1 52 yyyf  ，所以 A得特

征值为 5,2,1 321   ，将 11  代入 A得特征多项式，应有

   0916121 22  a

解得 2a .因为 0a .所以 2a .

对于 11  ，解齐次线性方程组   0 xAE ，得对应的特征向量

 T1,1,01  .

对于 22  ，解齐次线性方程组   02  xAE ，得对应的特征向量

 T0,0,12  .

对于 53  ，解齐次线性方程组   05  xAE ，得对应的特征向量

 T1,1,03  .

321 ,,  已是正交向量组.只需单位化.令

T











2
1,

2
1,01

1
1

1 


 ,

 T0,0,11
2

2
2  


 ,

T











2
1,

2
1,01

3
3

3 


 ,

记
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2
10

2
1

2
10

2
1

010
,, 321 Q ,

则Q为所用的正交变换 Qyx  的矩阵.

定理 4 二次型  nxxxf ,,, 21  的标准形中，系数不为零的平方项个数

等于该二次型的矩阵的秩.

证：设二次型  nxxxf ,,, 21  的矩阵为 A，经过非退化的线性变换

Cyx  化为标准形，即

   yACCyAxxxxxf TTT
n ,,, 21 

22
22

2
11 rr ydydyd  

其中  rid i ,,2,1,0  .

显然  ACCRr T ,又由于C可逆，所以    ARACCRr T  .

从定理 4 可见，二次型   Axxxxxf T
n ,,, 21  的标准形中不为零的平

方项个数就是  AR ，而与所做的非退化线性变换无关，是二次型自身所固有

的一个特性。根据这个结果，我们将二次型   Axxxxxf T
n ,,, 21  的矩阵 A

的秩称为二次型  nxxxf ,,, 21  的秩.

设二次型  nxxxf ,,, 21  的秩为 r，则经过适当的非退化线性变换可将

其化为标准形.在标准形中不为零的 r个平方项系数可正可负，再适当排列向

量的次序可得到

  22
11

22
1121 ,,, rrppppn ydydydydxxxf   

其中  rid i ,,2,1,0 

经过下列非退化线性变换
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nn

rr

r
r

r

zy

zy

z
d

y

z
d

y

z
d

y





11

2
2

2

1
1

1

1

1

1

可得   22
1

22
121 ,,, rppn zzzzxxxf   

称该式为二次型  nxxxf ,,, 21  的规范形.

定理 5（惯性定理） 任意一个秩为 r的二次型  nxxxf ,,, 21  均可化为

规范形，且无论用何种非退化的线性变换得到的规范形是唯一的.（证明略）

有惯性定理可知，任意秩为 r的 n阶对称矩阵 A ,均存在 n阶可逆矩阵

C ,使得

nn

pr

p
T E

E
ACC





















000
00
00

，

其中 p是由 A唯一确定的.

定义 1 在秩为 r的二次型的标准形或规范形中，正平方项的个数 p称为

正惯性指数，负平方项的个数 pr  称为负惯性指数.

定义 2 实对称矩阵 A可看做二次型   Axxxxxf T
n ,,, 21  的矩阵，此

时将二次型的正（负）惯性指数称为 A的正（负）惯性指数.

利用惯性定理可得出实对称矩阵合同的判断法.

定理 6 BA, 均为 n阶对称矩阵，则 BA与 在实数域上合同的充分必要条

件是 BA, 有相同的秩和相同的正惯性指数.（证明略）

（思政：矩阵进行合同变换，正负惯性指数不变，这就是所谓的“形

变质不变”的辩证思想）

知识点巩固：

例 5 设


















200
010
001

A ，





















200
021
011

B ，
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110
110
001

C ，





















200
011
011

D ，

则与 A合同矩阵为_______________.

解 注意到   3AR , A的正惯性指数为 2，而

      2,3  DRCRBR ,

所以 A与D不合同.矩阵 B可看作二次型

    2
3

2
2

2
21

2
3

2
221

2
1321 2222,, xxxxxxxxxxxxf  的

矩阵，所以 B的正惯性指数为 3，据此 BA与 不合同.矩阵C可看作二次型的

矩阵，所以C的正惯性指数为 2，据此 A与C合同.这样本例应填C .

由

  






 








 








2
53

2
532

200
021
011







 BE

知，B的特征值为
2
53,

2
53,2 

均为正数.故 B的秩为 3，从而 BA与

不合同.

由

   221
110
111
001






 





 CE

知，C的特征值为 2,2,1  ，故C的秩为 3，正惯性指数为 2，从而 A与C

合同.

（思政：研究二次型的标准型，需要把二次型化为标准型，无论是

正交变换法还是配方法的化简过程，都是复杂的，但是最后化简出

来的标准形式，简洁规整的。揭示了化归的唯物辩证唯物主义思想。

复杂的内容简化处理，把一个问题由难化易，由繁化简，复杂的简

单化，化未知为已知。）

课堂评测：

习题六：1，2，5，6
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内容小结：

1.对于任意一个二次型，总可以通过变换，使其写成对称式，并对应于

矩阵 A .

2.设 BA, 为两个 n阶矩阵，如果存在 n阶非奇异矩阵C，使得

BACCT 

则称矩阵 A合同于矩阵B ,或 A与 B合同，记为 .~ BA 
3.用配方法化二次型为标准形,用正交变换法化二次型为标准形.

教 学

后 记

1.矩阵的合同和相似要区分，避免混淆。

2.正交变换法需要熟练掌握求特征向量和正交化的方法，需要加强练习。



章节（单元）教案

要 素 二次型 内 容 二次型与对称矩阵的正定性

章节名称 §6.3 二次型与对称矩阵的正定性
教学

时数
2

单元内容

1.基本概念

2.正定二次型的判定

3.正定矩阵的性质

时间 年 月 日 第 节

教学目标

知识目标: 了解二次型正定的基本概念和性质，掌握正定的充要条

件。

能力目标: 掌握正定二次型的判定方法。

思政目标：培养学生严谨科学的态度，培养学生变化中保持不变的

辩证统一思想。

重点难点
重点：掌握正定二次型的判定方法。

难点：掌握正定二次型的判定方法。

教学要求
教师课前充分备课，了解学情；学生需要具备矩阵的相关计算

能力。

教学方法 课堂讲授、启发式教学、案例教学等

授课方式 线上线下混合式教学

练 习

作 业
作业：习题六 7，13

参 考

资 料

1.吴赣昌. 线性代数. 北京：中国人民大学出版社.2006

2.吴传生. 经济数学线性代数（第二版）. 北京: 高等教育出

版社.2009

3.同济大学数学系．工程数学：线性代数（第六版）.北京：高

等教育出版社．2014



章节（单元）教案
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导入

根据二次型的标准型，将二次型进行分类，在理论上具有重要意义，在

工程技术和最优化等问题中，有广泛应用，其中最常用的是二次型的标准型

系数全为正或为负的情形。

新课讲授

定义 1 具有对称矩阵 A的二次型

  Axxxf T

如果对于任何   0,,, 21  T
nxxxx  ，都有

0AxxT  0或

成立，则称   Axxxf T 为正定（负定）二次型，矩阵 A称为正定矩阵（负

定矩阵）.

如果对于任何  Tnxxxx ,,, 21  ，都有

0AxxT  0或

且有   0,,, 00
2

0
10 

T
nxxxx  ，使 000 AxxT ，则称二次型   Axxxf T 为

半正定（半负定）二次型，矩阵 A称为半正定（半负定）矩阵.

例 1 二次型

  22
2

2
121 ,,, nn xxxxxxf  

当   0,,, 21  T
nxxxx  时，显然   0,,, 21 nxxxf  ，所以这个二次型

是正定的，其矩阵 nI 是正定矩阵.

例 2 二次型

  2
332

2
23121

2
1321 4442,, xxxxxxxxxxxxf 

可写成     02,, 2
321321  xxxxxxf ，当 02 321  xxx 时，

  0,, 321 xxxf ，因此  321 ,, xxxf 是半负定二次型，其对应的矩阵





















422
211
211

是半负定矩阵.
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例 3   2
2

2
121 2, xxxxf  是不定二次型，因为其符号有时正有时负，

例如，     021,2,011,1  ff .

定理 1 设 A为正定矩阵，如果 BA ~ ,则 B也是正定矩阵.

证 ： 由 BA ~ 可 知 ， 存 在 非 奇 异 矩 阵 C ， 使 BACC T  , 令

0,  CCyx ，对于任意 00  xy 均有 ，因此，

    0 AxxCyACyACyCyByy TTTTT
（因 A为正定矩阵），

即B为正定矩阵.

定理 2 对角矩阵





















nd

d
d

D


2

1

为正定矩阵的充分必要条件

是：  rid i ,,2,1,0  .

证：必要性

D 为 正 定 矩 阵 ， 即 对 任 何   0,,, 21  T
nxxxx  都 有

022
22

2
11  nn

T xdxdxdDxx  ， 取  Tix 0,,0,1,0,,0  

 ni ,,2,1  ，有 0 ii
T
i dD  ni ,,2,1  .

充分性

对于任意  Tnxxxx ,,, 21  ，至少有 0kx ，因为 0,0  kk xd ，故

02 kk xd .当 ki  时， 02 ii xd ，所以

0222
22

2
11  nnkk

T xdxdxdxdDxx  ，

所以D为正定矩阵.

因为 AAT  ,则有 ~A

















000
00
00

p

p

E
E

，由定理 1 及定理 2 可知，若 A

为正定矩阵，则正惯性指标 np  ，即 EA ~ .反之，若 EA ~ ，则 A为正

定，即存在非奇异矩阵C，使 CCECCA TT 

此时， 02  CA .于是又下面定理：
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定理 3 矩阵 A为正定矩阵的充分必要条件是存在非奇异矩阵C，使得

CCA T ，即 A合同于单位矩阵.

推论 1 矩阵 A为正定矩阵的充分必要条件是 A的正惯性指标 np  .

推论 2 如果 A为正定矩阵，则 0A .

定理 4 对称矩阵 A为正定矩阵的充分必要条件是 A的所有特征值都是

正数.

证：对称矩阵 A对应的二次型为

  Axxxf T

根据第五章第三节定理 8，必存在正交矩阵Q ,经过正交变换二次型 f 可以化

为标准形

22
22

2
11 nn yyyf   

其中 n ,, 21 是 A的所有特征值，根据定理 2，二次型 AxxT 为正定二次

型的充分必要条件是  nii ,,2,1,0  ，即 A的所有特征值为正数。

定义 2 设n阶矩阵





















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

A的子式

kkkk

k

k

iiiiii

iiiiii

iiiiii

aaa

aaa
aaa







21

22212

12111

niii k  211

称为 A的 k阶主子式.而子式

kkkk

k

k

k

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

  nk ,,2,1 

称为 A的 k阶顺序主子式，即

111 aA  ，
2221

1211
2 aa

aa
A  ， AA

aaa
aaa
aaa

A n  ,,

333231

232221

131211

3 
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例如，


















200
102
321

A 的顺序主子式为

11 A ， 4
02
21

2 A ， 83  AA

定理 5 矩阵   nnaA ij  为正定矩阵的充分必要条件是 A的所有顺序

主子式都大于零，即 0kA  nk ,,2,1  .

推论：如果 A是负定矩阵，则 A 为正定矩阵.因此 A为负定矩阵的充

分必要条件是：

  01  k
k A  nk ,,2,1 

（思政：二次型化为标准型，对二次型做各种变化，正定性保

持不变，变化中保持不变的辩证统一思想。）

知识点巩固

例 4 判别二次型   2
3

2
23121

2
1321 75446,, xxxxxxxxxxf  是否

正定.

解法一 由定义将二次型化为标准形

  2
3

2
23121

2
1321 75446,, xxxxxxxxxxf 

2 2
2

1 2 3 2 3 3
1 1 13 2 2436
3 3 3 13 39

x x x x x x           
   

故该二次型正定.

解法二 特征值法：

二次型   75446,, 2
23121

2
1321  xxxxxxxxxf 对应的矩阵为





















702
052
226

A ，
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   963
702

052
226







 





 AE

A的特征值非别为 3、6、9 都是正数，故该二次型正定.

解法三 顺序主子式法：

061 A ， 026
52
26

2 



A ，

0162
702
052
226

3 


A

所以二次型为正定.

例 5 判断二次型  zyxf ,, 为负定

  xzxyzyxzyxf 44465,, 222 

解 二次型  zyxf ,, 的矩阵为























402
062
225

A ，

顺序主子式分别为：

051 A ， 026
62
25

2 



A ，

080
402
062
225

3 





A

由定理 5 的推论知二次型  zyxf ,, 是负定的.

例 6 当取何值时，二次型
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    2
4313221

2
3

2
2

2
14321 222,,, xxxxxxxxxxxxxxf  

是正定的，并讨论 2 的情况.

解 二次型的矩阵为
























1000
011
011
011






A ，

由 f 正定的充要条件是 A正定，而 A正定得充要条件是 A的各阶顺序主子式

全大于零.

A的各阶顺序主子式为：

01  A ， 01
1

1 2
2  




A ，

    021
11

11
11

2
43 


 





AA

所以，当 2 时， A的各阶顺序主子式全大于零，此时 A正定，因而

二次型 f 是正定的.

当 2 时， A的各阶顺序主子式非负，此时 f 为半正定.

当 2 时， A的各阶顺序主子式符号不确定，此时 f 是不定的.

例 6 试证：如果 A为正定矩阵，则
1A 也是正定矩阵.

证明 A 为正定矩阵，故存在非奇异矩阵 C ，使 CCA T ,即

ACCE T ,两边取逆

      TTTTT CACCACACCE 111111  

所以
1A 与 E合同，故

1A 也是正定矩阵.
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例 7设 A是 n阶实对称矩阵，且 EA 2
,试证：存在正交矩阵T ，使
















pn

p

E
E

ATT
0

01

其中， p是 A所对应二次型的正惯性指数.

证明 由题设
TAA  且 EA 2

,故 EAAT  , A为对称的正交矩阵.

设 是 A对应于特征值的特征向量，则

      IAAAA 22

于是， 1,1 22   ，

设 1 作为 0 AE 的重根的重数为 p，则 A所对应的二次型的正

惯性指数 p，且存在正交矩阵T ，使
















pn

p

E
E

ATT
0

01
.

课堂评测：

习题六：7，13

内容小结：

1.对角矩阵为正定矩阵的充分必要条件是：  rid i ,,2,1,0  .

2.矩阵 A为正定矩阵的充分必要条件是

（1）存在非奇异矩阵C，使得 CCA T ，即 A合同于单位矩阵.

（2） A的正惯性指标 np  .

（3） A的所有特征值都是正数.



（4）是 A的所有顺序主子式都大于零，即 0kA  nk ,,2,1  .

3.如果 A为正定矩阵，则 0A .

教 学

后 记

1.牢记哪些是充要统计，哪些是充分条件，不能混淆。

2.正定矩阵的充要条件很多，要找到合适的判定方法。
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