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前 言

高等代数是数学与应用数学专业的一门重要的基础课,它对学生思维能力、

逻辑推理能力和运算能力的培养,以及后续课程的学习起着非常重要的作用。但

是这门课程比较抽象,概念多,理论证明比较麻烦,对刚上大学的学生来说很难接

受。学生普遍反映高等代数难学无用,针对多年的教学实践,我们在教学中针对不

同的内容设计一些教学实例,力求接近生活实际又能体现代数的作用,让学生体

会到,其实高等代数与我们的生活密切相关,可以为我们解决实际中的许多问题。

在学习高等代数的过程中,大家会发现代数在生活和实践中都有不可缺少的位

置。通过具体应用的实例教学,学生接受知识更快,并且有了主动探究问题实质的

动力和兴趣,对于枯燥定理的学习也有了更深层次的理解。

在项目实施与开展的过程中，结合教学与实践，项目组成员共同努力下，收

集了二十多个容易理解的案例.此项工作仍然在继续而且会一直继续下去，并将

其推广到其他数学课程的教学中去，通过实践教学，为适应社会需求，培养应用

型人才奠定一些必备的基础，尽我们的微博之力。一些案例已经逐步融入课堂教

学中，通过案例的引入，大大提高了学生学习高等代数课程的兴趣，激发了学生

求知的欲望，也是与传统教学相比之下，教学创新的一大亮点，很受师生欢迎，

当然这些案例和各类数学建模竞赛的题目相比, 确实显得简单. 但对于初次学习

高等代数或线性代数的学生来说，如果学生能通过这些案例加深对高等代数以及

线性代数基本概念、理论和方法的理解, 培养数学建模的意识,大胆进行创新创业

项目的申报与开展，那么我们教改项目《将数学建模融入高等代数教学及推动数

学教学改革》的初步的目的也就基本达到了。

近几年来全国已开始了按这种方向和思路的数学教学尝试，特别是借助于计

算机及数学软件技术的数学建模教学与竞赛活动深受广大学生、教师和社会的欢

迎，也说明了把数学建模的思想和方法融入数学教学确实是一种行之有效的素质

教育方法。
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案例一“活用”行列式定义

某市打算在第“十一”五年规划对三座污水处理厂进行技术改造，以达到国

家标准要求。该市让中标的三个公司对每座污水处理厂技术改造费用进行报价承

包，见下列表格(以 1 万元人民币为单位)．在这期间每个公司只能对一座污水处

理厂进行技术改造，因此该市必须把三座污水处理厂指派给不同公司，为了使报

价的总和最小，应指定哪个公司承包哪一座污水处理厂?

设这个问题的效率矩阵为，

根据题目要求，相当于从效率矩阵中选取来自不同行不同列的三个元素“和”中

的最小者!从行列式定义知道，这样的三个元素之共有 31=6(项)，如下：

由上面分析可见报价数的范围是从最小值 54 万元到最大值 58 万元。由④得到最

小报价总数 54 万元，因此，该城市

应选定④即
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案例二 Euler的四面体问题

问题 如何用四面体的六条棱长去表示它的体积？这个问题是由 Euler（欧

拉）提出的.

解 建立如图 2.1 所示坐标系，设 A， B， C 三点的坐标分别为

（a1,b1,c1）,( a2,b2,c2)和（a3,b3,c3），并设四面体 O-ABC 的六条棱长分别

为 .,,,,, rqpnml 由立体几何知道，该四面体的体积 V等于以向量


OCOBOA ,,
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.36 2
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 （2.1）

由余弦定理，可行
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将以上各式代入（2.1）式，得

.

22

22

22

36

2
222222

222
2

222

222222
2

2

rlrpmrp

lrppnqp

mrpnqpp

V


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 （2.2）

这就是 Euler 的四面体体积公式.

应用 ：一块形状为四面体的花岗岩巨石，量得六条棱长分别为

l=10m, m=15m, n=12m,

p=14m, q=13m, r=11m.

则

.95
2

222,46
2

222,5.110
2

222








 lrpmrpnqp

代入（2.1）式，得

.75.1369829
1219546
951695.110
465.110196

236 V

于是

.)195(82639.380502 23mV 

即花岗岩巨石的体积约为 195m
3
。古埃及的金字塔形状为四面体，因而可通过测

量其六条棱长去计算金字塔的体积。
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案例三 赢得矩阵

田忌和齐王赛马的故事，学生在语文课本中都学过，最后田忌以两胜一负赢

得这场比赛．双方约定出上、中、下 3 个等级的马各一匹进行比赛，这样共赛

马 3 次．已知在同一等级马的比赛中，齐王之马可稳操胜券．齐王及田忌在排列

赛马出场顺序时，各取下列 6 种策略（方案）之一：

(上，中，下)、(上，下，中)、(中，上，下)、

(中，下，上)、(下，中，上)、(下，上，中)

每一场比赛中齐王赢加一分，齐王输减一分，共比赛三场．若将这 6 种策略依

次从 1 到 6 编号，则可写出齐王的赢得矩阵：






































311111
131111
113111

111311
111131
111113

A

其中，行代表齐王策略，列代表田忌策略．比如， 116 a ，说明齐王采用

策略 6，即下、上、中顺序出马，而田忌采用策略 1，即上、中、下顺序出马．这

样我们从这个赢得矩阵里就很清晰地看出双方马的出场顺序和比赛结果．

实践题：逻辑判断问题

甲、乙、丙、丁四人各从图书馆借来一本小说，他们约定读完后互相交换，

这四本书的厚度以及他们四人的阅读速度差不多，因此，四人总是同时交换书，

经 三 次 交 换 后 ， 他 们 四 人 读 完 了 这 四 本 书 ， 现 已 知 ：

（1）乙读的最后一本书是甲读的第二本书；

（2）丙读的第一本书是丁读的最后一本书。

问四人的阅读顺序是怎样的？

（提示：设甲、乙、丙、丁最后读的书的代号依次为 A,B,C,D,则根据题设条

件可以列出初始矩阵

然后来分析矩阵中各位置的书名代 号）。

1
2
3
4

甲 乙 丙 丁

 
 
 
 
 
 

D

B

A B C D
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案例四 矩阵的乘积在有向图问题的应用

如图 1 是有四个顶点八条弧的有向图，它可表示某航空公司可在四个城市间

的运行图，这里顶点看做城市，城市 i到 j有航班，则 i到 j有一条弧，否则就没

有弧，它也可以表示某物资在四个城市之间的转移路线图。

原理：建立一个 nn 矩阵 nnijaA  )( ，如果 i到 j有一条弧，则 ija =1；否则， ija =0。
它反映了图中顶点之间的相邻关系，称其为（顶点）邻接矩阵，则图 1 的邻接矩

阵

dcba





















0110
1001
0101
0110

d
c
b
a

A

问题：设某航空公司在四个城市间的航行运行图如图 1，若某记者从城市 d出发，

有几条经三次航行到达城市 c的路线；有几条经 4 次航行回到城市 d的路线？

分析：考察图 1 的邻接矩阵的幂  )( 22
ijaA  ：其中  2

ija 的值表示从城市 i到 j经过

两次航行到达 j的线路数，若记  )( k
ij

k aA  ，则  k
ija 的值表示从城市 i到 j经过两

次航行到达 j的线路数。通过计算可得：





























































3526
2662
3535
3526

1331
2204
1322
1331

1102
0220
1111
1102

432 AAA ，，

于是从城市 d出发经三次航行到达城市 c的路线数  3
43a =3 条，具体为：

图 1

a

b

c

d
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;;; cacdcabdcdcd 

而从 d出发经 4 次航行回到城市 d的路线数  4
44a =3，具体为：

.;; dcacddcabddcdcd 

实践题

1 有一个心理学家做了如下的老鼠实验：于前次的实验中，走向右边的老鼠

中，有 80%在下次实验中仍走向右边；走向右边的老鼠中，有 60%在下次实验

中走向右边。（1）试求其转移矩阵；（2）如果在第一次实验中有 50%的老鼠走

向右边，试求在第三次实验，有多少老鼠走向右边？

2 假设有一家租车公司有三个门市，顾客可以从其中任一门市租车而在任一

门市还车，如果 P=
0.8  0.2  0.2
0.1  0.7  0.3
0.1  0.1  0.5

 
 
 
  

，其中 ijP 表示从 j 门市租的车在 i 门市还的概率，

则 P12=0.2 表示的是多少？
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案例五. 交通网络流量分析问题

城市道路网中每条道路、每个交叉路口的车流量调查，是分析、评价及改善

城市交通状况的基础。根据实际车流量信息可以设计流量控制方案，必要时设置

单行线，以免大量车辆长时间拥堵。

图 2 某地交通实况

图 3 某城市单行线示意图

【模型准备】 某城市单行线如下图所示, 其中的数字表示该路段每小时按箭头

方向行驶的车流量(单位: 辆).
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500 1 2

3 4

400

300

100

200
300

x1

x2

x3

x4

图 4 某城市单行线车流量

(1) 建立确定每条道路流量的线性方程组.

(2) 为了唯一确定未知流量, 还需要增添哪几条道路的流量统计?

(3) 当 x4 = 350 时, 确定 x1, x2, x3的值.

(4) 若 x4 = 200, 则单行线应该如何改动才合理?

【模型假设】 (1) 每条道路都是单行线. (2) 每个交叉路口进入和离开的车辆数

目相等.

【模型建立】 根据图 3 和上述假设, 在①, ②, ③, ④四个路口进出车辆数目分

别满足

500 = x1 + x2 ①

400 + x1 = x4 + 300 ②

x2 + x3 = 100 + 200 ③

x4 = x3 + 300 ④

【模型求解】根据上述等式可得如下线性方程组

1 2

1 4

2 3

3 4

500
100

300
300

x x
x x

x x
x x

 
   
  
   

其增广矩阵

(A, b) =

1 1 0 0 500
1 0 0 1 100
0 1 1 0 300
0 0 1 1 300

 
  
 
   

初等行变换

1 0 0 1 100
0 1 0 1 600
0 0 1 1 300
0 0 0 0 0

  
 
    
 
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由此可得

1 4

2 4

3 4

100
600

300

x x
x x
x x

  
  
   

即

1 4

2 4

3 4

100
600

300

x x
x x
x x

 
   
  

.

为了唯一确定未知流量, 只要增添 x4统计的值即可.

当 x4 = 350 时, 确定 x1 = 250, x2 = 250, x3 = 50.

若 x4 = 200, 则 x1 = 100, x2 = 400, x3 = 100 < 0. 这表明单行线“③④”应该改

为“③④”才合理.

【模型分析】(1) 由(A, b)的行最简形可见, 上述方程组中的最后一个方程是多余

的. 这意味着最后一个方程中的数据“300”可以不用统计.

(2) 由

1 4

2 4

3 4

100
600

300

x x
x x
x x

 
   
  

可得

2 1

3 1

4 1

500
200
100

x x
x x
x x

  
  
  

,
1 2

3 2

4 2

500
300
600

x x
x x
x x

  
   
   

,
1 3

2 3

4 3

200
300

300

x x
x x
x x

 
   
  

, 这

就是说 x1, x2, x3, x4这四个未知量中, 任意一个未知量的值统计出来之后都可以确

定出其他三个未知量的值.

参考文献

陈怀琛, 高淑萍, 杨威 , 工程线性代数, 北京: 电子工业出版社 , 2007. 页码:

16-17.

实践题

某城市有下图所示的交通图, 每条道路都是单行线, 需要调查每条道路每小

时的车流量. 图中的数字表示该条路段的车流数. 如果每个交叉路口进入和离开

的车数相等, 整个图中进入和离开的车数相等.
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300

500

150

180

350

160

220 300 100

290400150

x1 x2

x3 x4

x5 x6

x7

x8

x9

x10

x11

x12

图 5 某城市单行线车流量

(1)建立确定每条道路流量的线性方程组.

(2)分析哪些流量数据是多余的.

(3)为了唯一确定未知流量, 需要增添哪几条道路的流量统计.
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案例六. 配方问题

在化工、医药、日常膳食等方面都经常涉及到配方问题. 在不考虑各种成分之间可能发

生某些化学反应时, 配方问题可以用向量和线性方程组来建模.

图 6 日常膳食搭配 图 7 几种常见的作料

【模型准备】一种佐料由四种原料 A、B、C、D 混合而成. 这种佐料现有两种规格, 这两种

规格的佐料中, 四种原料的比例分别为 2:3:1:1 和 1:2:1:2. 现在需要四种原料的比例为 4:7:3:5

的第三种规格的佐料. 问: 第三种规格的佐料能否由前两种规格的佐料按一定比例配制而成?

【模型假设】 (1) 假设四种原料混合在一起时不发生化学变化. (2) 假设四种原料的比例是按

重量计算的. (3) 假设前两种规格的佐料分装成袋, 比如说第一种规格的佐料每袋净重 7 克(其

中 A、B、C、D 四种原料分别为 2 克, 3 克, 1 克, 1 克), 第二种规格的佐料每袋净重 6 克(其中

A、B、C、D 四种原料分别为 1 克, 2 克, 1 克, 2 克).

【模型建立】 根据已知数据和上述假设, 可以进一步假设将 x袋第一种规格的佐料与 y袋第

二种规格的佐料混合在一起, 得到的混合物中 A、B、C、D 四种原料分别为 4 克, 7 克, 3 克, 5

克, 则有以下线性方程组

2 4,
3 2 7,

3,
2 5.

x y
x y
x y
x y

 
  
  

 

【模型求解】上述线性方程组的增广矩阵

(A, b) =

2 1 4
3 2 7
1 1 3
1 2 5

 
 
 
  
 

初等行变换

1 0 1
0 1 2
0 0 0
0 0 0

 
 
 
  
 

,
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可见 1,
2.

x
y



又因为第一种规格的佐料每袋净重 7 克, 第二种规格的佐料每袋净重 6 克, 所以

第三种规格的佐料能由前两种规格的佐料按 7:12 的比例配制而成.

【模型分析】(1) 若令1 = (2, 3, 1, 1)T, 2 = (1, 2, 1, 1)T,  = (4, 7, 5, 3)T, 则原问题等价于“线性

方程组 Ax = b是否有解”, 也等价于“能否由1, 2线性表示”.

(2) 若四种原料的比例是按体积计算的, 则还要考虑混合前后体积的关系(未必是简单的叠加),

因而最好还是先根据具体情况将体积比转换为重量比, 然后再按上述方法处理.

(3) 上面的模型假设中的第三个假设只是起到简化运算的作用. 如果直接设 x克第一种规格的

佐料与 y克第二种规格的佐料混合得第三种规格的佐料, 则有下表

表 1 混合后四种原料的含量

原料

佐料规格
A B C D

第一种
2
7
x 3

7
x 1

7
x 1

7
x

第二种
1
6
y 2

6
y 1

6
y 2

6
y

第三种
4

19
(x + y) 7

19
(x + y) 3

19
(x + y) 5

19
(x + y)

因而有如下线性方程组

2 1 4 ( ),
7 6 19
3 2 7 ( ),
7 6 19
1 1 3 ( ),
7 6 19
1 2 5 ( ).
7 6 19

x y x y

x y x y

x y x y

x y x y

   

   

   


   


()

【模型检验】把 x = 7, y = 12 代入上述方程组(), 则各等式都成立. 可见模型假设中的第三个

假设不影响解的正确性.

实践题

蛋白质、碳水化合物和脂肪是人体每日必须的三种营养, 但过量的脂肪摄入不利于健康.

人们可以通过适量的运动来消耗多余的脂肪. 设三种食物(脱脂牛奶、大豆面粉、乳清)每 100

克中蛋白质、碳水化合物和脂肪的含量以及慢跑 5 分钟消耗蛋白质、碳水化合物和脂肪的量
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如下表.
表 2 三种食物的营养成分和慢跑的消耗情况

营养
每 100 克食物所含营养(克) 慢跑 5 分钟

消耗量(克)

每日需要的

营养量(克)牛奶 大豆面粉 乳清

蛋白质 36 51 13 10 33

碳水化合物 52 34 74 20 45

脂肪 10 7 1 15 3

问怎样安排饮食和运动才能实现每日的营养需求?
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案例七 利用向量组的线性相关性求根式方程的解

问题： 求 133521 222  xxxxxx 的实数解.

分析：我们注意到 133-521 222  xxxxxx ，， 满足：

    13352417- 222  xxxxxx （1）

由性质 1 可知 133-521 222  xxxxxx ，， 线性相关，现在令：

133w52v1u 222  xxxxxx ，， ，则有：

wvu  （2）

由（1）可见

即： - 222 wv47u  （3）

将（2）带入（3）得：-  222 vuv47u  ，对该式化简并整理得：

   04uv32u-v  （4）

又当 x为实数时， 521 22  xxxx 与 也都是实数，且 4uv3  >0,所以仅当 时02u-v  ，

（4）才成立，即： 5221 22  xxxx ，对该式两边平方并整理得： 0132 2  xx ，

解得：
4

173
x ，经检验它是原方程的解.故得原方程的全部实数解为

4
173

x .

本题将 133-521 222  xxxxxx ，， 作为向量，有效利用它们之间的线性相关性，简化

了解题步骤，避免了常规运算的繁琐性.



16

案例八 利用向量组的线性相关性求不定积分

问题： 求不定积分 x
xbxa
xBxAI d

sincos
sincos

 


 （其中 022  ba ）

分析：先考虑两种特殊情况：

 当    baBA ,,  时，显然原式 为积分常数；其中 111 , CCxI 

 当    abBA  ,, 时，易知原式 .,sincosln 222 为积分常数其中CCxbxaI 

以下考虑一般情况，此时则可利用向量组的线性相关性和以上两种特殊情况计算出原积分：

注意到 022  ba ，所以 
















a
b

b
a
和 线性无关，从而由性质 2、3 可设：




























a
b

k
b
a

k
B
A

21 ，即： 


























2

1

k
k

ab
ba

B
A

，

利用克拉默法则解该方程组得：

222221 ,
ba
aBbAk

ba
bBaAk








 .

由于 x
xbxa
xBxAI d

sincos
sincos

 


 = x
xbxa

xA d
sincos

cos
 

+ x
xbxa

xB d
sincos

sin
 

若令

 
xbxa

xxf
sincos

cos


 ，  
xbxa

xxg
sincos

sin


 ，

则：

     1d Ixxbgxaf  ，      2d Ixxagxbf  ，

从而有

         x
B
A

xgxfxxBgxAfI d),(d 







 

    x
k
k

ab
ba

xgxf d),(
2

1


















 

        x
k
k

xagxbfxbgxaf d),(
2

1








 

        xxagxbfkxxbgxafk d)(d)( 21  

2211 IkIk 

利用向量组的线性相关性使该不定积分的计算变得简单、直观，更易于学生接受.
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案例九. 投入产出问题

在研究多个经济部门之间的投入产出关系时, W. Leontief提出了投入产出模型. 这为经济

学研究提供了强有力的手段. W. Leontief 因此获得了 1973 年的 Nobel 经济学奖.

图 8 三个经济部门

这里暂时只讨论一个简单的情形.

【模型准备】某地有一座煤矿, 一个发电厂和一条铁路. 经成本核算, 每生产价值 1 元钱的煤

需消耗 0.3 元的电; 为了把这 1 元钱的煤运出去需花费 0.2 元的运费; 每生产 1 元的电需 0.6

元的煤作燃料; 为了运行电厂的辅助设备需消耗本身 0.1 元的电, 还需要花费 0.1 元的运费;

作为铁路局, 每提供 1 元运费的运输需消耗 0.5 元的煤, 辅助设备要消耗 0.1 元的电. 现煤矿

接到外地 6 万元煤的订货, 电厂有 10 万元电的外地需求, 问: 煤矿和电厂各生产多少才能满

足需求?

【模型假设】假设不考虑价格变动等其他因素.

【模型建立】设煤矿, 电厂, 铁路分别产出 x元, y元, z元刚好满足需求. 则有下表

表 3 消耗与产出情况

产出(1 元)
产出 消耗 订单

煤 电 运

消

耗

煤 0 0.6 0.5 x 0.6y + 0.5z 60000

电 0.3 0.1 0.1 y 0.3x + 0.1y + 0.1z 100000

运 0.2 0.1 0 z 0.2x + 0.1y 0

根据需求, 应该有

(0.6 0.5 ) 60000
(0.3 0.1 0.1 ) 100000
(0.2 0.1 ) 0

x y z
y x y z
z x y

      
   

,

即
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0.6 0.5 60000
0.3 0.9 0.1 100000
0.2 0.1 0

x y z
x y z
x y z

     
   

【模型求解】在 Matlab 命令窗口输入以下命令

>> A = [1,-0.6,-0.5;-0.3,0.9,-0.1;-0.2,-0.1,1]; b = [60000;100000;0];

>> x = A\b

Matlab 执行后得

x =

1.0e+005 *

1.9966

1.8415

0.5835

可见煤矿要生产 1.9966105元的煤, 电厂要生产 1.8415105元的电恰好满足需求.

【模型分析】令 x =
x
y
z

 
 
 
 

, A =
0 0.6 0.5

0.3 0.1 0.1
0.2 0.1 0

 
 
 
 

, b =
60000

100000
0

 
 
 
 

, 其中 x称为总产值列向量, A称为

消耗系数矩阵, b称为最终产品向量, 则

Ax =
0 0.6 0.5

0.3 0.1 0.1
0.2 0.1 0

 
 
 
 

x
y
z

 
 
 
 

=
0.6 0.5

0.3 0.1 0.1
0.2 0.1

y z
x y z
x y

 
  
  

根据需求, 应该有 x  Ax = b, 即(E  A)x = b. 故 x = (E  A)1b.

实践题

1.某乡镇有甲、乙、丙三个企业. 甲企业每生产 1 元的产品要消耗 0.25 元乙企业的产品

和 0.25 元丙企业的产品. 乙企业每生产 1 元的产品要消耗 0.65 元甲企业的产品, 0.05 元自产

的产品和 0.05 元丙企业的产品. 丙企业每生产 1 元的产品要消耗 0.5 元甲企业的产品和 0.1 元

乙企业的产品. 在一个生产周期内, 甲、乙、丙三个企业生产的产品价值分别为 100 万元, 120

万元, 60 万元, 同时各自的固定资产折旧分别为 20 万元, 5 万元和 5 万元.

(1) 求一个生产周期内这三个企业扣除消耗和折旧后的新创价值.

(2) 如果这三个企业接到外来订单分别为 50 万元, 60 万元, 40 万元, 那么他们各生产多少

才能满足需求?

2.假设你是一个建筑师，某小区要建设一栋公寓，现在有一个模块构造计划方案需要你来
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设计，根据基本建筑面积每个楼层可以有三种设置户型的方案，如下表所示。如果要设计出

含有 136 套一居室，74 套两居室，66 套三居室，是否可行？设计方案是否唯一？

方案 一居室（套） 两居室（套） 三居室（套）

A 8 7 3

B 8 4 4

C 9 3 5
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案例十 平板的稳态温度分布问题

在热传导的研究中, 一个重要的问题是确定一块平板的稳态温度分布. 根据…定律, 只

要测定一块矩形平板四周的温度就可以确定平板上各点的温度.

图 9 一块平板的温度分布图

【模型准备】如图 9 所示的平板代表一条金属梁的截面. 已知四周 8 个节点处的温度(单位°C),

求中间 4 个点处的温度 T1, T2, T3, T4.

T1 T2

T3 T4

100 80

90

80

60 50

60

50

图 10 一块平板的温度分布图

【模型假设】假设忽略垂直于该截面方向上的热传导, 并且每个节点的温度等于与它相邻的

四个节点温度的平均值.

【模型建立】根据已知条件和上述假设, 有如下线性方程组

1 2 3

2 1 4

3 1 4

4 2 3

1 (90 100 )
4
1 (80 60 )
4
1 (80 60 )
4
1 (50 50 )
4

T T T

T T T

T T T

T T T

    

    

    

    
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【模型求解】将上述线性方程组整理得

1 2 3

1 2 4

1 3 4

2 3 4

4 190
4 140

4 140
4 100

T T T
T T T
T T T

T T T

  
   
   

   

.

在 Matlab 命令窗口输入以下命令

>> A = [4,-1,-1,0;-1,4,0,-1;-1,0,4,-1;0,-1,-1,4]; b = [190;140;140;100];

>> x = A\b; x’

Matlab 执行后得

ans =

82.9167 70.8333 70.8333 60.4167

可见 T1 = 82.9167, T2 = 70.8333, T3 = 70.8333, T4 = 60.4167.

参考文献

陈怀琛, 高淑萍, 杨威, 工程线性代数, 北京: 电子工业出版社, 2007. 页码: 15-16.

Matlab 实验题

假定下图中的平板代表一条金属梁的截面, 并忽略垂直于该截面方向上的热传导. 已知

平板内部有 30 个节点, 每个节点的温度近似等于与它相邻的四个节点温度的平均值. 设 4 条

边界上的温度分别等于每位同学学号的后四位的 5 倍, 例如学号为 16308209 的同学计算本题

时, 选择 Tl = 40, Tu = 10, Tr = 0, Td = 45.

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

图 11 一块平板的温度分布图

(1) 建立可以确定平板内节点温度的线性方程组.

(2) 用 Matlab 软件求解该线性方程组.

(3) 用 Matlab 中的函数 mesh 绘制三维平板温度分布图.
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案例十一. CT图像的代数重建问题

X 射线透视可以得到 3 维对象在 2 维平面上的投影, CT 则通过不同角度的 X

射线得到 3 维对象的多个 2 维投影, 并以此重建对象内部的 3 维图像. 代数重建方

法就是从这些 2 维投影出发, 通过求解超定线性方程组, 获得对象内部 3 维图像的

方法.

图 12 双层螺旋 CT 图 13 CT 图像

这里我们考虑一个更简单的模型, 从 2 维图像的 1 维投影重建原先的 2 维图像.

一个长方形图像可以用一个横竖均匀划分的离散网格来覆盖, 每个网格对应一个像

素, 它是该网格上各点像素的均值. 这样一个图像就可以用一个矩阵表示,其元素就

是图像在一点的灰度值(黑白图像). 下面我们以 33 图像为例来说明.

表 4 消耗与产出情况

33 图像

各点的灰度值

水平方向上

的叠加值

x1 = 1 x2 = 0 x3 = 0 x1 + x2 + x3 = 1

x4 = 0 x5 = 0.5 x6 = 0.5 x4 + x5 + x6 = 1

x7 = 0.5 x8 = 0 x9 = 1 x7 + x8 + x9 = 1.5

竖直方向上

的叠加值

x1 + x4 + x7

= 1.5

x2 + x5 + x8

= 0.5

x3 + x6 + x9

= 1.5

每个网格中的数字 xi代表其灰度值, 范围在[0, 1]内. 0 表示白色, 1 表示黑色, 0.5 表示

灰色. 如果我们不知道网格中的数值, 只知道沿竖直方向和水平方向的叠加值, 为了

确定网格中的灰度值, 可以建立线性方程组(含有 6 个方程, 9 个未知数)
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1 2 3

4 5 6

3 6 9

1
1

1

x x x
x x x

x x x

  
   



  


显然该方程组的解是不唯一的, 为了重建图像, 必须增加叠加值. 如我们增加从右上

方到左下方的叠加值, 则方程组将增加 5 个方程

x1 = 1,

x2 + x4 = 0,

x3 + x5 + x7 = 1,

x6 + x8 = 0.5,

x9 = 1,

和上面的 6 个方程放在一起构成一个含有 11 个方程, 9 个未知数的线性方程组.

【模型准备】设 33 图像中第一行 3 个点的灰度值依次为 x1, x2, x3, 第二行 3 个点的

灰度值依次为 x4, x5, x6, 第三行3个点的灰度值依次为 x7, x8, x9. 沿竖直方向的叠加值

依次为 1.5, 0.5, 1.5, 沿水平方向的叠加值依次为 1, 1, 1.5, 沿右上方到左下方的叠加

值依次为 1, 0, 1, 0.5, 1. 确定 x1, x2, …, x9的值.

【模型建立】由已知条件可得(含有 11 个方程, 9 个未知数的)线性方程组

1 2 3

4 5 6

9

1
1

1

x x x
x x x

x

  
   






【模型求解】在 Matlab 命令窗口输入以下命令

>> A = [1,1,1,0,0,0,0,0,0;0,0,0,1,1,1,0,0,0;0,0,0,0,0,0,1,1,1;

1,0,0,1,0,0,1,0,0;0,1,0,0,1,0,0,1,0;0,0,1,0,0,1,0,0,1;

1,0,0,0,0,0,0,0,0;0,1,0,1,0,0,0,0,0;0,0,1,0,1,0,1,0,0;

0,0,0,0,0,1,0,1,0;0,0,0,0,0,0,0,0,1];

>> b = [1;1;1.5;1.5;0.5;1.5;1;0;1;0.5;1];

>> x = A\b; x’

Matlab 执行后得

Warning: Rank deficient, rank = 8 tol = 4.2305e-015.

ans =
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1.0000 0.0000 0 -0.0000 0.5000 0.5000 0.5000 -0.0000 1.0000

可见上述方程组的解不唯一. 其中的一个特解为

x1 = 1, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 0, x5 = 0.5, x6 = 0.5, x7 = 0.5, x8 = 0, x9 = 1.

【模型分析】上述结果表明, 仅有三个方向上的叠加值还不够.可以再增加从左上方

到右下方的叠加值. 在实际情况下, 由于测量误差, 上述线性方程组可能是超定的.

这时可以将超定方程组的近似解作为重建的图像数据.

实践题

给定一个33图像的2个方向上的灰度叠加值: 沿左上方到右下方的灰度叠加

值依次为 0.8, 1.2, 1.7, 0.2, 0.3; 沿右上方到左下方的灰度叠加值依次为 0.6, 0.2, 1.6,

1.2, 0.6.

(1) 建立可以确定网格数据的线性方程组, 并用 Matlab 求解.

(2) 将网格数据乘以 256, 再取整, 用 Matlab 绘制该灰度图像.
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案例十二. 化学方程式配平问题

在用化学方法处理污水过程中, 有时会涉及到复杂的化学反应. 这些反应的化

学方程式是分析计算和工艺设计的重要依据. 在定性地检测出反应物和生成物之后,

可以通过求解线性方程组配平化学方程式.

图 14 污水处理

【模型准备】某厂废水中含 KCN, 其浓度为 650mg/L. 现用氯氧化法处理, 发生如下

反应:

KCN + 2KOH + Cl2 = KOCN + 2KCl + H2O.

投入过量液氯, 可将氰酸盐进一步氧化为氮气. 请配平下列化学方程式:

KOCN + KOH + Cl2 === CO2 + N2 + KCl + H2O.

(注: 题目摘自福建省厦门外国语学校2008-2009学年高三第三次月考化学试卷)

【模型建立】设

x1KOCN ＋ x2KOH ＋ x3Cl2 === x4CO2 ＋ x5N2 ＋ x6KCl ＋ x7H2O,

则

1 2 6

1 2 4 7

1 4

1 5

2 7

3 6

2

2
2

2

x x x
x x x x
x x
x x
x x
x x

 
   
 
 
 




, 即

1 2 6

1 2 4 7

1 4

1 5

2 7

3 6

0
2 0
0

2 0
2 0

2 0

x x x
x x x x
x x
x x
x x
x x

  
    
  
  
  


 

【模型求解】在 Matlab 命令窗口输入以下命令

>> A = [1,1,0,0,0,-1,0;1,1,0,-2,0,0,-1;1,0,0,-1,0,0,0;

1,0,0,0,-2,0,0;0,1,0,0,0,0,-2;0,0,2,0,0,-1,0];

>> x = null(A,’r’); format rat, x’
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Matlab 执行后得

ans =

1 2 3/2 1 1/2 3 1

可见上述齐次线性方程组的通解为

x = k(1, 2, 3/2, 1, 1/2, 3, 1)T.

取 k = 2 得 x = (2, 4, 3, 2, 1, 6, 2)T. 可见配平后的化学方程式如下

2KOCN + 4KOH + 3Cl2 === 2CO2 + N2 + 6KCl + 2H2O.

【模型分析】利用线性方程组配平化学方程式是一种待定系数法. 关键是根据化学

方程式两边所涉及到的各种元素的量相等的原则列出方程. 所得到的齐次线性方程

组Ax = 中所含方程的个数等于化学方程式中元素的种数 s, 未知数的个数就是化学

方程式中的项数 n.

当 r(A) = n 1时, Ax = 的基础解系中含有1个(线性无关的)解向量. 这时在通解

中取常数 k为各分量分母的最小公倍数即可. 例如本例中

1, 2, 3/2, 1, 1/2, 3, 1

分母的最小公倍数为 2, 故取 k = 2.

当 r(A)  n 2 时, Ax = 的基础解系中含有 2 个以上的线性无关的解向量. 这时

可以根据化学方程式中元素的化合价的上升与下降的情况, 在原线性方程组中添加

新的方程.

参考文献

陈怀琛, 高淑萍, 杨威, 工程线性代数, 北京: 电子工业出版社, 2007. 页码: 84-85.

Matlab 实验题

配平下列反应式

(1) FeS + KMnO4 + H2SO4 —— K2SO4 + MnSO4 + Fe2(SO4)3 + H2O + S↓

(2) Al2(SO4)3 + Na2CO3 + H2O —— Al(OH)3↓+ CO2↑+ Na2SO4
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案例十三. 互付工资问题

互付工资问题是多方合作相互提供劳动过程中产生的. 比如农忙季节, 多户农民组成互

助组, 共同完成各户的耕、种、收等农活. 又如木工, 电工, 油漆工等组成互助组, 共同完成

各家的装潢工作. 由于不同工种的劳动量有所不同, 为了均衡各方的利益, 就要计算互付工

资的标准.

图 15 农忙互助 图 16 装修互助

【模型准备】现有一个木工, 电工, 油漆工. 相互装修他们的房子, 他们有如下协议:

(1) 每人工作 10 天(包括在自己家的日子),

(2) 每人的日工资一般的市价在 60~80 元之间,

(3) 日工资数应使每人的总收入和总支出相等.

表 5 工作天数

在谁家

工人
木工 电工 油漆工

木工家 2 1 6

电工家 4 5 1

油漆工家 4 4 3

求每人的日工资.

【模型假设】假设每人每天工作时间长度相同. 无论谁在谁家干活都按正常情况工作, 既不偷

懒, 也不加班.

【模型建立】设木工, 电工, 油漆工的日工资分别为 x, y, z元, 则由下表

表 6 各家应付工资和各人应得收入

在谁家

工人
木工 电工 油漆工 各家应付工资

木工家 2x 1y 6z 2x + y + 6z
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电工家 4x 5y 1z 4x + 5y + z

油漆工家 4x 4y 3z 4x + 4y + 3z

各人应得收入 10x 10y 10z

可得

2 6 10
4 5 10
4 4 3 10

x y z x
x y z y
x y z z

     
   

, 即
8 6 0

4 5 0
4 4 7 0

x y z
x y z
x y z

      
   

【模型求解】在 Matlab 命令窗口输入以下命令

>> A = [-8,1,6;4,-5,1;4,4,-7];

>> x = null(A,’r’); format rat, x’

Matlab 执行后得

ans =

31/36 8/9 1

可见上述齐次线性方程组的通解为 x = k(31/36, 8/9, 1)T. 因而根据“每人的日工资一般的市价

在 60~80 元之间”可知

60 
36
31 k <

9
8 k < k  80, 即

31
2160  k  80.

也就是说, 木工, 电工, 油漆工的日工资分别为
36
31 k元,

9
8 k元, k元, 其中

31
2160  k  80.

为了简便起见, 可取 k = 72, 于是木工, 电工, 油漆工的日工资分别为 62 元, 64 元, 72 元.

【模型分析】事实上各人都不必付自己工资, 这时各家应付工资和各人应得收入如下

表 7 各家应付工资和各人应得收入

在谁家

工人
木工 电工 油漆工 各家应付工资

木工家 0 1y 6z y + 6z

电工家 4x 0 1z 4x + z

油漆工家 4x 4y 0 4x + 4y

个人应得收入 8x 5y 7z

由此可得
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6 8
4 5
4 4 7

y z x
x z y
x y z

   
  

, 即
8 6 0

4 5 0
4 4 7 0

x y z
x y z
x y z

      
   

可见这样得到的方程组与前面得到的方程组是一样的.

实践题

甲, 乙, 丙三个农民组成互助组, 每人工作 6 天(包括为自己家干活的天数), 刚好完成他

们三人家的农活, 其中甲在甲, 乙, 丙三家干活的天数依次为: 2, 2.5, 1.5; 乙在甲, 乙, 丙三家

各干 2 天活, 丙在甲, 乙, 丙三家干活的天数依次为: 1.5, 2, 2.5. 根据三人干活的种类, 速度和

时间, 他们确定三人不必相互支付工资刚好公平. 随后三人又合作到邻村帮忙干了 2 天(各人

干活的种类和强度不变), 共获得工资 500 元.

问他们应该怎样分配这 500 元工资才合理?
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案例十四. 平衡价格问题

为了协调多个相互依存的行业的平衡发展, 有关部门需要根据每个行业的产出

在各个行业中的分配情况确定每个行业产品的指导价格, 使得每个行业的投入与产

出都大致相等.

图 17 三个行业

【模型准备】假设一个经济系统由煤炭、电力、钢铁行业组成, 每个行业的产出在

各个行业中的分配如下表所示:

表 7 行业产出分配表

产出分配
购买者

煤炭 电力 钢铁

0 0.4 0.6 煤炭

0.6 0.1 0.2 电力

0.4 0.5 0.2 钢铁

每一列中的元素表示占该行业总产出的比例. 求使得每个行业的投入与产出都相

等的平衡价格.

【模型假设】假设不考虑这个系统与外界的联系.

【模型建立】把煤炭、电力、钢铁行业每年总产出的价格分别用 x1, x2, x3表示, 则

1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

0.4 0.6
0.6 0.1 0.2
0.4 0.5 0.2

x x x
x x x x
x x x x

 
   
   

, 即

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0.4 0.6 0
0.6 0.9 0.2 0
0.4 0.5 0.8 0

x x x
x x x
x x x

  
   
   

.

【模型求解】在 Matlab 命令窗口输入以下命令

>> A = [1,-0.4,-0.6;-0.6,0.9,-0.2;-0.4,-0.5,0.8];
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>> x = null(A,’r’); format short, x’

Matlab 执行后得

ans =

0.9394 0.8485 1.0000

可见上述齐次线性方程组的通解为

x = k(0.9394, 0.8485, 1)T.

这就是说, 如果煤炭、电力、钢铁行业每年总产出的价格分别 0.9394 亿元, 0.8485

亿元, 1 亿元, 那么每个行业的投入与产出都相等.

【模型分析】实际上, 一个比较完整的经济系统不可能只涉及三个行业, 因此需要统

计更多的行业间的分配数据.

Matlab 实验题

假设一个经济系统由煤炭、石油、电力、钢铁、机械制造、运输行业组成, 每

个行业的产出在各个行业中的分配如下表所示:

表 8 行业产出分配表

产出分配
购买者

煤炭 石油 电力 钢铁 制造 运输

0 0 0.2 0.1 0.2 0.2 煤炭

0 0 0.1 0.1 0.2 0.1 石油

0.5 0.1 0.1 0.2 0.1 0.1 电力

0.4 0.1 0.2 0 0.1 0.4 钢铁

0 0.1 0.3 0.6 0 0.2 制造

0.1 0.7 0.1 0 0.4 0 运输

每一列中的元素表示占该行业总产出的比例. 求使得每个行业的投入与产出都相

等的平衡价格.
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参考文献
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案例十五. 电路设计问题

电路是电子元件的神经系统. 参数的计算是电路设计的重要环节. 其依据来

自两个方面: 一是客观需要, 二是物理学定律.

图 18 USB 扩展板

【模型准备】假设图 23中的方框代表某类具有输入和输出终端的电路. 用 1

1

v
i

 
 
 

记

录输入电压和输入电流(电压 v以伏特为单位, 电流 i以安培为单位), 用 2

2

v
i

 
 
 

记录

输出电压和输入电流. 若 2

2

v
i

 
 
 

= A 1

1

v
i

 
 
 

, 则称矩阵 A为转移矩阵.

输入终端 v1 输出终端 v2

i1 i2

电路

图 19 具有输入和输出终端的电子电路图

图 24 给出了一个梯形网络, 左边的电路称为串联电路, 电阻为 R1(单位: 欧

姆). 右边的电路是并联电路, 电路 R2. 利用欧姆定理和楚列斯基定律, 我们可以

得到串联电路和并联电路的转移矩阵分别是

11
0 1

R 
 
 

和
2

1 0
1/ 1R

 
  
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v1 v2

i1 i2

R1 v3

i2 i3

R2

串联电路 并联电路

图 20 梯形网络

设计一个梯形网络, 其转移矩阵是
1 8
0.5 5

 
  

.

【模型假设】假设导线的电阻为零.

【模型建立】设 A1 和 A2分别是串联电路和并联电路的转移矩阵, 则输入向量 x

先变换成 A1x, 再变换到 A2(A1x). 其中

A2A1 =
2

1 0
1/ 1R

 
  

11
0 1

R 
 
 

= 1

2 1 2

1
1/ 1 /

R
R R R

 
   

就是图 22 中梯形网络的转移矩阵.

于是, 原问题转化为求 R1, R2的值使得 1

2 1 2

1
1/ 1 /

R
R R R

 
   

= 1 8
0.5 5

 
  

.

【模型求解】由 1

2 1 2

1
1/ 1 /

R
R R R

 
   

= 1 8
0.5 5

 
  

可得

1

2

1 2

8
1/ 0.5

1 / 5

R
R
R R

  
  
  

.

根据其中的前两个方程可得 R1 = 8, R2 = 2. 把 R1 = 8, R2 = 2 代入上面的第三个方

程确实能使等式成立. 这就是说在图 22 中梯形网络中取 R1 = 8, R2 = 2 即为所求.

【模型分析】若要求的转移矩阵改为
1 8
0.5 4

 
  

, 则上面的梯形网络无法实现.

因为这时对应的方程组是

1

2

1 2

8
1/ 0.5

1 / 4

R
R
R R

  
  
  

. 根据前两个方程依然得到 R1 = 8, R2 = 2,

但把 R1 = 8, R2 = 2 代入上第三个方程却不能使等式成立.



35

参考文献

David C. Lay, 线性代数及其应用, 沈复兴, 傅莺莺等译, 北京: 人民邮电出版社,

2009. 页码: 129-130.

练习题

根据基尔霍夫回路电路定律(各节点处流入和流出的电流强度的代数和为零,

各回路中各支路的电压降之和为零), 列出下图所示电路中电流 i1, i2, i3 所满足的

线性方程组, 并用矩阵形式表示:

E1

E2

R1

R2

R3

R4

R5

i1

i2

i3

①

② ③

图 21 简单的回路
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案例十六. 平面图形的几何变换

随着计算机科学技术的发展, 计算机图形学的应用领域越来越广, 如仿真设

计、效果图制作、动画片制作、电子游戏开发等.

图 22 计算机图形学的广泛应用

图形的几何变换, 包括图形的平移、旋转、放缩等, 是计算机图形学中经常

遇到的问题. 这里暂时只讨论平面图形的几何变换.

【模型准备】平面图形的旋转和放缩都很容易用矩阵乘法实现, 但是图形的平移

并不是线性运算, 不能直接用矩阵乘法表示. 现在要求用一种方法使平移、旋转、

放缩能统一用矩阵乘法来实现.

【模型假设】设平移变换为

(x, y)  (x+a, y+b)

旋转变换(绕原点逆时针旋转角度)为

(x, y)  (xcos  ysin, xsin + ycos)

放缩变换(沿 x轴方向放大 s倍, 沿 y轴方向放大 t倍)为

(x, y)  (sx, ty)

【模型求解】R2中的每个点(x, y)可以对应于 R3中的(x, y, 1)它在 xOy平面上方 1

单位的平面上. 我们称是的齐次坐标. 在齐次坐标下, 平移变换

(x, y)  (x+a, y+b)

可以用齐次坐标写成

(x, y, 1)  (x+a, y+b, 1).

于是可以用矩阵乘积
1 0
0 1
0 0 1

a
b

 
 
 
  1

x
y

 
 
 
 

=
1

x a
y b
 

 
 
 

实现.

旋转变换
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(x, y)  (xcos  ysin, xsin + ycos)

可以用齐次坐标写成

(x, y, 1)  (xcos  ysin, xsin + ycos, 1)

于是可以用矩阵乘积
cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

 
 

 
 
 
  1

x
y

 
 
 
 

=
cos sin
sin cos

1

x y
x y

 
 
 

 
 
 

实现.

放缩变换

(x, y)  (sx, ty)

可以用齐次坐标写成

(x, y, 1)  (sx, ty, 1).

于是可以用矩阵乘积
0 0

0 0
0 0 1

s
t

 
 
 
  1

x
y

 
 
 
 

=
1

sx
ty

 
 
 
 

实现.

【模型分析】由上述求解可以看出, R2 中的任何线性变换都可以用分块矩阵

1
 
 
 
A O
O 乘以齐次坐标实现, 其中A是 2 阶方阵. 这样, 只要把平面图形上点的齐

次坐标写成列向量, 平面图形的每一次几何变换, 都可通过左乘一个 3 阶变换矩

阵来实现.

参考文献

David C. Lay, 线性代数及其应用, 沈复兴, 傅莺莺等译, 北京: 人民邮电出版社,

2009. 页码: 139-141.

Matlab 实验题

在 Matlab 命令窗口输入以下命令

>>clear all, clc,

>>t = [1,3,5,11,13,15]*pi/8;

>>x = sin(t); y=cos(t);

>>fill(x,y,'r');

>>grid on;

>>axis([-2.4, 2.4, -2, 2])

运行后得图 25.
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图 23 Matlab 绘制的图形

(1) 写出该图形每个顶点的齐次坐标;

(2) 编写 Matlab 程序, 先将上面图形放大 0.9 倍; 再逆时针旋转
3
 ; 最后进

行横坐标加 0.8, 纵坐标减 1 的图形平移. 分别绘制上述变换后的图形.
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案例十七. 应用矩阵编制 Hill 密码

密码学在经济和军事方面起着极其重要的作用. 现代密码学涉及很多高深

的数学知识. 这里无法展开介绍.

信信

源源

噪声噪声

信信

宿宿

信信

道道

攻击攻击

解解

密密

请求重传请求重传

加加

冗冗

编编

码码

加加

密密

识识

错错

纠纠

错错

图 24 保密通信的基本模型

密码学中将信息代码称为密码, 尚未转换成密码的文字信息称为明文, 由密

码表示的信息称为密文. 从明文到密文的过程称为加密, 反之为解密. 1929 年,

希尔(Hill)通过线性变换对待传输信息进行加密处理, 提出了在密码史上有重要

地位的希尔加密算法. 下面我们略去一些实际应用中的细节, 只介绍最基本的思

想.

【模型准备】若要发出信息 action, 现需要利用矩阵乘法给出加密方法和加密后

得到的密文, 并给出相应的解密方法.

【模型假设】(1) 假定每个字母都对应一个非负整数, 空格和 26 个英文字母依次

对应整数 0~26(见下表).

表 9 空格及字母的整数代码表

空格 A B C D E F G H I J K L M

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

N O P Q R S T U V W X Y Z

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

(2) 假设将单词中从左到右, 每 3 个字母分为一组, 并将对应的 3 个整数排

成 3 维的行向量, 加密后仍为 3 维的行向量, 其分量仍为整数.
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【模型建立】设 3 维向量 x为明文, 要选一个矩阵 A使密文 y= xA, 还要确保接

收方能由 y准确地解出 x. 因此A必须是一个 3阶可逆矩阵. 这样就可以由 y = xA

得 x = yA1. 为了避免小数引起误差, 并且确保 y也是整数向量, A和 A1 的元素

应该都是整数. 注意到, 当整数矩阵 A的行列式= 1 时, A1也是整数矩阵. 因此

原问题转化为

(1) 把 action 翻译成两个行向量: x1, x2.

(2) 构造一个行列式= 1 的整数矩阵 A(当然不能取 A = E).

(3) 计算 x1A和 x2A.

(4) 计算 A1.

【模型求解】(1) 由上述假设可见 x1 = (1, 3, 20), x2 = (9, 15, 14).

(2) 对 3 阶单位矩阵 E =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

进行几次适当的初等变换(比如把某一行的

整数被加到另一行, 或交换某两行), 根据行列式的性质可知, 这样得到的矩阵 A

的行列式为 1 或1. 例如 A =
1 1 0
2 1 1
3 2 2

 
 
 
 

, |A| = 1.

(3) y1 = x1A = (1, 3, 20)
1 1 0
2 1 1
3 2 2

 
 
 
 

= (67, 44, 43),

y2 = Ax2 = (9, 15, 14)
1 1 0
2 1 1
3 2 2

 
 
 
 

= (81, 52, 43).

(4) 由(A, E) =
1 1 0 1 0 0
2 1 1 0 1 0
3 2 2 0 0 1

 
 
 
 

初等行变换

1 0 0 0 2 1
0 1 0 1 2 1
0 0 1 1 1 1

 
 
   

可得

A1 =
0 2 1
1 2 1
1 1 1

 
 
   

.

这就是说, 接收方收到的密文是 67, 44, 43, 81, 52, 43. 要还原成明文, 只要

计算(67, 44, 43)A1和(81, 52, 43)A1, 再对照表 9“翻译”成单词即可.

【模型分析】如果要发送一个英文句子, 在不记标点符号的情况下, 我们仍然可
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以把句子(含空格)从左到右每 3 个字符分为一组(最后不足 3 个字母时用空格补

上).

【模型检验】(67, 44, 43) A1 = (1, 3, 20), (81, 52, 43)A1 = (9, 15, 14).

参考文献

杨威, 高淑萍, 线性代数机算与应用指导, 西安: 西安电子科技大学出版社, 2009
实践题

1 按照上面的加密方法, 设密文为: 112, 76, 57, 51, 38, 18, 84, 49, 49, 68, 41,

32, 83, 55, 37, 70, 45, 25, 问恢复为原来的信息是什么?

2.为了保密，军中经常针对不同的军事行动而更改密码，今若约定以 2 4 阶

矩阵中每一列的数字和之个位数字代表更改后的密码，例如
3  8  2  5
4  8  6  7
 
 
 

所代表的密

码为 7682。而且为了确保密码在传送过程中，不被敌方所窃取，因而作了加密

动作，即将所要传送的密码之 2 4 阶矩阵乘以固定矩阵 X=
2  1
3  1
 
 
 

，然后将所得出

的 2 4 阶矩阵传送给对方，当对方收到传送过来的 2 4 阶矩阵后再进行解密的动

作（例如：原始的矩阵为 A，先经过 XA=B 之运算后，再将 B 传送出去）。今若

对方收到的 2 4 阶矩阵为
15  4  22  7
22  4  30  8
 
 
 

，问原始密码为何？
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案例十八. 显示器色彩制式转换问题

彩色显示器使用红(R)、绿(G)和蓝(B)光的叠成效应生成颜色. 显示器屏幕的

内表面由微粒象素组成, 每个微粒包括三个荧光点: 红、绿、蓝. 电子枪位于屏

幕的后方, 向屏幕上每个点发射电子束. 计算机从图形应用程序或扫描仪发出数

字信号到电子枪, 这些信号控制电子枪设置的电压强度. 不同 RGB 的强度组合

将产生不同的颜色. 电子枪由电磁石帮助瞄准以确保快速精确地屏幕刷新.

图 25 彩色显示器的工作原理

颜色模型规定一些属性或原色, 将颜色分解成不同属性的数字化组合. 这就

色彩制式的转换问题.

【模型准备】观察者在屏幕上实际看到的色彩要受色彩制式和屏幕上荧光点数量

的影响. 因此每家计算机屏幕制造商都必须在(R, G, B)数据和国际通行的 CIE 色

彩标准之间进行转换, CIE 标准使用三原色, 分别称为 X, Y和 Z. 针对短余辉荧光

点的一类典型转换是

0.61 0.29 0.150
0.35 0.59 0.063
0.04 0.12 0.787

 
 
 
 
 

R
G
B

 
 
 
 
 

=
X
Y
Z

 
 
 
 
 

.

计算机程序把用 CIE 数据(X, Y, Z)表示的色彩信息流发送到屏幕. 求屏幕上的电

子枪将这些数据转换成(R, G, B)数据的方程.

【模型建立】令 A =
0.61 0.29 0.150
0.35 0.59 0.063
0.04 0.12 0.787

 
 
 
 
 

,  =
R
G
B

 
 
 
 
 

,  =
X
Y
Z

 
 
 
 
 

, 则 A = . 现在要

根据 CIE 数据(X, Y, Z)计算对应的(R, G, B)数据, 就是等式 A = 中 A 和已知,

求. 如果 A是可逆矩阵, 则由 A = 可得 = A1.

【模型求解】在 Matlab 命令窗口输入以下命令
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>> A = [0.61,0.29,0.15;0.35,0.59,0.063;0.04,0.12,0.787];

>> if det(A)==0, 'A 不可逆'

elseif 'A 可逆, A 的逆矩阵如下', B = inv(A),

end

Matlab 执行后得

B =

2.2586 -1.0395 -0.3473

-1.3495 2.3441 0.0696

0.0910 -0.3046 1.2777

于是 =
2.2586 1.0395 0.3473
1.3495 2.3441 0.0696

0.0910 0.3046 1.2777

  
  
  

. 这就是说, 屏幕上的电子枪将 CIE

数据(X, Y, Z)转换成(R, G, B)数据的方程为

R
G
B

 
 
 
 
 

=
2.2586 1.0395 0.3473
1.3495 2.3441 0.0696

0.0910 0.3046 1.2777

  
  
  

X
Y
Z

 
 
 
 
 

.

Matlab 实验题

民用电视信号发送使用向量(Y, I, Q)来描述每种颜色. 如果屏幕是黑白的,

则只用到了 Y(这比 CIE 数据能提供更好的单色图象). YIQ 与“标准”RGB 色彩之

间的对应如下

Y
I
Q

 
 
 
  

=
0.299 0.587 0.114
0.596 0.275 0.321
0.212 0.528 0.311

 
   
  

R
G
B

 
 
 
  

(屏幕制造商需要调整矩阵元素一适应其 RGB 屏幕.) 求将电视台发送的数据转

换成电视机屏幕所要求数据的方程.

参考文献

David C. Lay, 线性代数及其应用, 沈复兴, 傅莺莺等译, 北京: 人民邮电出版社,

2009. 页码: 147.
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案例十九. 人员流动问题

【模型准备】某试验性生产线每年一月份进行熟练工与非熟练工的人数统计, 然后

将
6
1
熟练工支援其他生产部门, 其缺额由招收新的非熟练工补齐. 新、老非熟练工经

过培训及实践至年终考核有
5
2
成为熟练工. 假设第一年一月份统计的熟练工和非熟

练工各占一半, 求以后每年一月份统计的熟练工和非熟练工所占百分比.

【模型建立】设第n年一月份统计的熟练工和非熟练工所占百分比分别为 xn和 yn, 记

成向量
n

n

x
y

 
 
 

. 因为第一年统计的熟练工和非熟练工各占一半, 所以 1

1

x
y

 
 
 

=
1/ 2
1/ 2
 
 
 

. 为

了求以后每年一月份统计的熟练工和非熟练工所占百分比, 先求从第二年起每年一

月份统计的熟练工和非熟练工所占百分比与上一年度统计的百分比之间的关系, 即

求 












1

1

n

n

y
x

与 








n

n

y
x

的关系式, 然后再根据这个关系式求 












1

1

n

n

y
x

.

【模型求解】根据已知条件可得:

xn+1 = (1 1
6

)xn + 2
5

( 1
6
xn + yn) = 9

10
xn + 2

5
yn,

yn+1 = (1 2
5

)( 1
6
xn + yn) = 1

10
xn + 3

5
yn,

即














1

1

n

n

y
x

= 9 /10 2 / 5
1/10 3/ 5
 
 
  









n

n

y
x

.

令A = 9 /10 2 / 5
1/10 3/ 5
 
 
 

, 则














1

1

n

n

y
x

= A 








n

n

y
x

= A2 1

1

n

n

x
y





 
 
 

= … = An 1

1

x
y

 
 
 

.

|E  A| =
9 2

10 5
31

10 5




 
 

= (  1)(  1
2 ),

由此可得A的两个特征值1 = 1, 2 = 1/2.
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解(E  A)x = 0得对应于1 = 1 的一个特征向量1 = (4, 1)T,

解( 1
2 E  A)x = 0得对应于2 = 1/2 的一个特征向量2 = (1, 1)T.

令 P = 4 1
1 1

 
 
 

, 则 P1AP =  = 1 0
0 1/ 2
 
 
 

, A = PP1, An = (PP1)n = PnP1,














1

1

n

n

y
x

=An 1

1

x
y

 
 
 

= PnP1 1

1

x
y

 
 
 

= 4 1
1 1

 
 
 

1
2

1 0
0 n

 
 
 

1 1
5 5
1 4

5 5


 
 
 

1
2
1
2

 
 
 

= (
14 3 2

5

n   ,
11 3 2

5

n   )T.

注: 也可以在 Matlab 命令窗口输入以下命令

>> A = [9/10,2/5;1/10,3/5]; format rat

>> [P,D] = eig(A)

Matlab 执行后得

P =

2112/2177 -985/1393

528/2177 985/1393

D =

1 0

0 1/2

为了进一步计算 












1

1

n

n

y
x

, 即 PnP1 1

1

x
y

 
 
 

, 在 Matlab 命令窗口输入以下命令

>> syms n %定义符号变量

>> P*[1,0;0,1/2^n]*P^(-1)*[1/2;1/2]

Matlab 执行后得

ans =

[ 4/5-3/10/(2^n)]

[ 1/5+3/10/(2^n)]
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【模型分析】当 n时,
14 3 2

5

n  


4
5

,
11 3 2

5

n  


1
5

. 这意味着, 随着 n增

加, 熟练工和非熟练工所占百分比趋于稳定, 分别趋向于 80%和 20%.

Matlab 实验题

1.某地区甲、乙两公司经营同一业务. 经验表明甲公司的客户每年有 1/3 继续留作

甲的客户, 而 2/3 转作乙的客户; 乙的客户有 3/5 转作甲的客户, 而 2/5 继续留作乙

的客户, 假定客户的总量不变.

(1)假定起始年甲、乙两公司拥有的客户份额分别为 2/3 和 1/3, 求一年后客户

市场分配情况;

(2)试确定起始年客户份额, 使甲、乙两公司在一年后市场份额不变.

2员工培训问题

某试验性生产线每年一月份进行熟练工与非熟练工的人数统计，然后将 1/6 熟练工支援其他

生产部门，其缺额由招收新的非熟练工补齐。新、老非熟练工经培训及实践至年终考核有 2/5

成为熟练工。若记第 n 年一月份统计的熟练工与非熟练工所占比例分别为
n

n

x
y

 
 
 

，求
n

n

x
y

 
 
 

。

参考文献

[1] 陈建龙, 周建华, 韩瑞珠, 周后型. 线性代数. 北京: 科学出版社, 2007.

[2] 俞南雁, 韩瑞珠, 周建华, 线性代数与空间解析几何. 北京: 科学出版社, 1999.

[3] 张小向, 陈建龙, 线性代数学习指导. 北京: 科学出版社, 2008.
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案例二十. 金融公司支付基金的流动

【模型准备】金融机构为保证现金充分支付, 设立一笔总额 5400 万的基金, 分开放

置在位于 A 城和 B 城的两家公司, 基金在平时可以使用, 但每周末结算时必须确保

总额仍然为 5400 万. 经过相当长的一段时期的现金流动, 发现每过一周, 各公司的

支付基金在流通过程中多数还留在自己的公司内, 而 A 城公司有 10%支付基金流动

到B城公司, B城公司则有12%支付基金流动到A城公司. 起初A城公司基金为2600

万, B城公司基金为 2800 万. 按此规律, 两公司支付基金数额变化趋势如何? 如果金

融专家认为每个公司的支付基金不能少于 2200 万, 那么是否需要在必要时调动基

金?

【模型建立】设第 k+1 周末结算时, A 城公司 B 城公司的支付基金数分别为 ak+1, bk+1

(单位:万元), 则有 0a =2600, 0b =2800,












kkk

kkk

bab
baa

88.01.0
12.09.0

1

1 .

原问题转化为:

(1) 把 ak+1, bk+1表示成 k的函数, 并确定 lim
k

ak和 lim
k

bk .

(2) 看 lim
k

ak和 lim
k

bk 是否小于 2200.

【模型求解】由











kkk

kkk

bab
baa

88.01.0
12.09.0

1

1 可得

1

1

k

k

a
b





 
 
 

=
0.9 0.12
0.1 0.88

k

k

a
b
  
  

   
=

2
1

1

0.9 0.12
0.1 0.88

k

k

a
b





  
  

   
= … =

1
0

0

0.9 0.12
0.1 0.88

k a
b

   
  

   
.

令 A =
0.9 0.12
0.1 0.88
 
 
 

, 则
1

1

k

k

a
b





 
 
 

= Ak+1 0

0

a
b
 
 
 

= Ak+1 2600
2800
 
 
 

. 为了计算 Ak+1 2600
2800
 
 
 

, 在

Matlab 命令窗口输入以下命令

>> A = [0.9,0.12;0.1,0.88];

>> [P,D] = eig(A)

Matlab 执行后得
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P =

0.7682 -0.7071

0.6402 0.7071

D =

1.0000 0

0 0.7800

这意味着 P1AP = D = 1 0
0 0.78
 
 
 

, 于是有

A = PDP1,

Ak+1 = PDk+1P1= P 1
1 0
0 0.78k
 
 
 

P1,

1

1

k

k

a
b





 
 
 

=Ak+1 2600
2800
 
 
 

= P 1
1 0
0 0.78k
 
 
 

P1 2600
2800
 
 
 

.

在 Matlab 命令窗口输入以下命令

>> syms k %定义符号变量

>> P*[1,0;0,0.78^(k+1)]*P^(-1)*[2600;2800]

Matlab 执行后得

ans =

[ 32400/11-3800/11*(39/50)^(k+1)]

[ 27000/11+3800/11*(39/50)^(k+1)]

这就是说, 1

1

k

k

a
b





 
 
 

=

1

1

32400 3800 39
11 11 50

27000 3800 39
11 11 50

k

k





    
  

        





, 其中
39
50

< 1.

可见{ ak }单调递增, { bk }单调递减, 而且 lim
k

ak = 32400
11

, lim
k

bk = 27000
11

.

而
32400

11
 2945.5,

27000
11

 2454.5, 两者都大于 2200, 所以不需要调动基金.
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Matlab 实验题

请同学们注意, 本题中的参数 a是你的学号后三位, b = 2a. 例如, 你的学号后

三位是 216, 则取 a = 216, b = 432.

金融机构为保证现金充分支付, 设立一笔基金, 分开放置在位于A城和B城的

两家公司, 基金在平时可以使用, 但每周末结算时必须确保总额不变. 经过相当长

的一段时期的现金流动, 发现每过一周, 各公司的支付基金在流通过程中多数还留

在自己的公司内, 而A 城公司有 10%支付基金流动到B 城公司, B 城公司则有 12%

支付基金流动到A城公司. 起初A城公司基金为a万元, B城公司基金为b万元. 按

此规律, 两公司支付基金数额变化趋势如何?
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案例二十一. 选举问题

【模型准备】设有 A, B, C 三个政党参加每次的选举, 每次参加投票的选民人数保持

不变. 通常情况下, 由于社会、经济、各党的政治主张等多种因素的影响, 原来投某

党票的选民可能改投其他政党.

【模型假设】 (1) 参与投票的选民不变, 而且没有弃权票.

(2) 每次投A 党票的选民, 下次投票时, 分别有 r1, r2, r3比例的选民投A, B, C 政

党的票; 每次投B 党票的选民, 下次投票时, 分别有 s1, s2, s3比例的选民投A, B, C 各

政党的票; 每次投 C 党票的选民, 下次投票时, 分别有 t1, t2, t3比例的选民投 A, B, C

各政党的票.

(3) xk, yk, zk表示第 k次选举时分别投 A, B, C 各党的选民人数.

【模型建立】根据假设可得

1 1 1 1

1 2 2 2

1 3 3 3

k k k k

k k k k

k k k k

x r x s y t z
y r x s y t z
z r x s y t z







  
   
   

其中 r1 + r2 + r3 = 1, s1 + s2 + s3 = 1, t1 + t2 + t3 = 1.

令

A =
1 1 1

2 2 2

3 3 3

r s t
r s t
r s t

 
 
 
 
 

, Xk =
k

k

k

x
y
z

 
 
 
 
 

,

上式可以表示为

Xk+1 = AXk .

如果给出问题的初始值, 就可以求出任一次选举时的选民投票情况.

Matlab 实验题

设有A, B, C三个政党参加每次的选举. 每次投A党票的选民, 下次投票时, 分

别有80%, 10%, 10%比例的选民投A, B, C政党的票; 每次投B党票的选民, 下次投

票时, 分别有10%, 75%, 15%比例的选民投A, B, C各政党的票; 每次投C党票的选
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民, 下次投票时, 分别有5%, 10%, 85%比例的选民投A, B, C各政党的票. 第一次A,

B, C 三个政党获得的票数分别为 1800 万, 2000 万, 1600 万. 求出第 10 次选举时的

选民投票情况.
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案例二十二. 简单的种群增长问题

【模型准备】经过统计, 某地区猫头鹰和森林鼠的数量具有如下规律: 如果没有森林

鼠做食物, 每个月只有一半的猫头鹰可以存活, 如果没有猫头鹰作为捕食者, 老鼠的

数量每个月会增加 10%. 如果老鼠充足(数量为 R), 则下个月猫头鹰的数量将会增加

0.4R. 平均每个月每只猫头鹰的捕食会导致的104只老鼠的死亡数. 试确定该系统的

演化情况.

【模型假设】不考虑其他因素对猫头鹰和森林鼠的数量的影响.

【模型建立】设猫头鹰和森林鼠在时刻 k的数量为 xk = k

k

O
R
 
 
 

, 其中 k是以月份为单

位的时间,Ok是研究区域中猫头鹰的数量, Rk是老鼠的数量(单位: 千只). 则

Ok+1 = 0.5Ok + 0.4Rk,

Rk+1 = 0.104Ok + 1.1Rk.

分析 xk的变化趋势.

【模型求解】令A =
0.5 0.4
0.104 1.1

 
  

, 则的特征值1 = 1.02, 2 = 0.58. 对应的特征向量

为

v1 =
10
13
 
 
 

, v2 =
5
1
 
 
 

.

初始向量 x0可以写成 x0 = c1v1 + c2v2. 于是, 对于 k  0,

xk = c1(1.02)kv1 + c2(0.58)kv2 = c1(1.02)k
10
13
 
 
 

+ c2(0.58)k
5
1
 
 
 

.

当k时, (0.58)k迅速的趋向于0. 假定c1 > 0, 则对于所有足够大的k, xk近似地等

于 c1(1.02)kv1, 写为

xk  c1(1.02)k
10
13
 
 
 

.

k越大近似程度越高, 所以对于充分大的 k,
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xk+1  c1(1.02)k+1 10
13
 
 
 

= 10.2 xk. ()

【模型分析】上面的()式表明, 最后猫头鹰和老鼠的数量几乎每个月都近似增加到

原来的 1.02 倍, 即有 2%的月增长率. 而且Ok 与 Rk的比值约为 10 比 13, 即每 10 只

猫头鹰对应着约 13000 只老鼠.

参考文献

David C. Lay, 线性代数及其应用, 沈复兴, 傅莺莺等译, 北京: 人民邮电出版社,

2009. 页码: 305.

Matlab 实验题

1. 假设在一个自然生态地区生长着一群鹿, 在一段时间内, 鹿群的增长受资

源制约的因素较小. 假设:

(1) 公、母鹿占群体总数的比例大致相等, 所以仅考虑母鹿的增长情况;

(2) 鹿群中母鹿的数量足够大, 因而可近似地用实数表示;

(3) 将母鹿分成两组: 一岁以下的称为幼鹿组, 其余的称为成年组;

(4) 将时间离散化, 每年观察一次, 分别用 xk, yk表示第 k年的幼鹿数及成年鹿

数, 且假设各年的环境因素都是不变的;

(5) 分别用 b1, b2表示两个年龄组鹿的雌性生育率, 用 d1, d2表示其死亡率. 出

生率、死亡率为常数, 记 s1 = 1d1, s2 = 1d2;

(6) 鹿的数量不受自然资源的影响;

(7) 刚出生的幼鹿在哺乳期的存活率为 s, 设 t1 = sb1, t2 = sb2.

根据以上假设, 求 1

1

k

k

x
y





 
 
 

与
k

k

x
y

 
 
 

之间的关系式, 并对下面一组数据进行实验:

x0 = 实验者学号的后三位, y0 = 1000, t1 = 0.24, t2 = 1.2, s1 = 0.62, s2 = 0.75.

预测鹿群的增长趋势如何?

2. 斐波拉契(Fibonacci)兔子问题. 13 世纪初, 欧洲数学家斐波拉契写了一本叫

做《算盘书》的著作. 书中有许多有趣的数学题, 其中最有趣的是下面这个题目:
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如果一对兔子每月能生 1 对小兔子, 而每对小兔在它出生后的第 3 个月里, 又

能开始生 1 对小兔子, 假定在不发生死亡的情况下, 由 1 对初生的兔子开始, 1 年后

能繁殖成多少对兔子?

斐波拉契把推算得到的头几个数摆成一串: 1, 1, 2, 3, 5, 8, …

这串数里隐含着一个规律: 从第 3 个数起, 后面的每个数都是它前面那两个数

的和. 而根据这个规律推算出来的数, 构成了数学史上一个有名的“斐波拉契数列”.

这个数列有许多奇特的的性质. 例如, 从第 3 个数起, 每个数与它后面那个数的比

值, 都很接近于 0.618, 正好与“黄金分割律”相吻合.

记斐波拉契数列为 F1, F2, F3, F4, F5, … 先求矩阵A使得

2

1

k

k

F
F





 
 
 

=A 1k

k

F
F

 
 
 

,

再计算出斐波拉契数列的前 20 项, 并计算 F3/F4, F4/F5, …, F19/F20.
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案例二十三. 一阶常系数线性齐次微分方程组的求解

【模型准备】一只虫子在平面直角坐标系内爬行. 开始时位于点 P0(1, 0)处. 如果知

道虫子在点P(x, y)处沿 x轴正向的速率为4x  5y, 沿 y轴正向的速率为2x  3y. 如何

确定虫子爬行的轨迹的参数方程?

x

y

O 1

何去何从?

图 26 虫子爬行的轨迹

【模型假设】设 t时刻虫子所处位置的坐标为(x(t), y(t)).

【模型构成】由已知条件和上述假设可知

d 4 5 ,
d
d 2 3 ,
d

x x y
t
y x y
t

  

  


而且(x(0), y(0)) = (1, 0).

现要由此得出虫子爬行的轨迹的参数方程.

【模型求解】令A = 4 5
2 3

 
  

, 则|EA| = 4 5
2 3





 

= (+1)(2). 可见A的特征值

为1 = 1, 2 = 2.

(EA)x = 0 的一个基础解系为: 1 = (1, 1)T;

(2EA)x = 0 的一个基础解系为: 2 = (5, 2)T.

令 P = (1, 2), 则 P1AP = 1 0
0 2
 
 
 

.

记X = x
y

 
 
 

, Y = u
v
 
 
 

, 并且作线性变换 X = PY, 则 Y = P1X,

d
dt
Y = P1 d

dt
X = P1AX = P1APY = 1 0

0 2
 
 
 

Y,
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即

d d
d d
u t
v t

 
 
 

= 1 0
0 2
 
 
 

u
v
 
 
 

,

故 u = c1et, v = c2e2t, 即 Y = 1
2

2

t

t
c e
c e

 
 
 

. 因而

1

2

c
c
 
 
 

= Y|t =0 = P1X|t =0 = 2 / 3 5 / 3
1/ 3 1/ 3
 
  

1
0
 
 
 

= 2 / 3
1/ 3
 
 
 

.

于是

Y =
2

2
3

1
3

t

t

e

e

  
 
  
 

, X = PY = 1 5
1 2
 
 
  2

2
3

1
3

t

t

e

e

  
 
  
 

=
2

2

2 5
3 3
2 2
3 3

t t

t t

e e

e e





   
 
   
 

.

这就是说, 虫子爬行的轨迹的参数方程为

2

2

2 5 ,
3 3
2 2 .
3 3

t t

t t

x e e

y e e





   

   


如果在 Matlab 命令窗口输入以下命令

>>ezplot('-2/3*exp(-t)+5/3*exp(2*t)','-2/3*exp(-t)+2/3*exp(2*t)',[0,1])

>> grid on;

>> axis([0, 12, 0, 5])

Matlab 执行后得
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图 27 Matlab 绘制的虫子爬行轨迹

【模型分析】从图 32 可以看出虫子爬行的轨迹接近一条直线.

Matlab 实验题

一只虫子在平面直角坐标系内爬行. 开始时位于点P0(0, 1)处. 如果知道虫子在

点P(x, y)处沿 x轴正向的速率为x + y, 沿y轴正向的速率为2x  y. 求虫子爬行的轨

迹的参数方程, 并绘制虫子爬行的轨迹.
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附录

行列式的应用

案例 1 大学生在饮食方面存在很多问题，多数大学生不重视吃早餐，日常饮食也没有规律，

为了身体的健康就需要注意日常饮食中的营养。大学生每天的配餐中需要摄入一定的蛋白质、

脂肪和碳水化合物，下表给出了这三种食物提供的营养以及大学生的正常所需营养（它们的质

量以适当的单位计量）。

营养
单位食物所含的营养

所需营养
食物 1 食物 2 食物 3

蛋白质 36 51 13 33

脂肪 0 7 1.1 3

碳水化合物 52 34 74 45

试根据这个问题建立一个线性方程组，并通过求解方程组来确定每天需要摄入的上述三种

食物的量。

案例 2 一个土建师、一个电气师、一个机械师组成一个技术服务社。假设在一段时间内，每

个人收入 1 元人民币需要支付给其他两人的服务费用以及每个人的实际收入如下表所示，问这

段时间内，每人的总收入是多少？（总收入=实际收入+支付服务费）

服务者
被服务者

实际收入
土建师 电气师 机械师

土建师 0 0.2 0.3 500

电气师 0.1 0 0.4 700

机械师 0.3 0.4 0 600

案例 3 医院营养师为病人配制的一份菜肴由蔬菜、鱼和肉松组成，这份菜肴需含 1200cal
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热量，30g 蛋白质和 300mg 维生素 c，已知三种食物每 100g 中的有关营养的含量如下表，试求

所配菜肴中每种食物的数量。

蔬菜 鱼 肉松

热量/cal 60 300 600

蛋白质/g 3 9 6

维生素 c/mg 90 60 30
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矩阵的应用

案例 4 矩阵概念的引入

（1）线性方程组

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







的系数 ( , 1, 2, , ), ( 1, 2, , )i j ja i j n b j n   按原来的位置构成一数表

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

n n nn n

a a a b
a a a b

a a a b

 
 
 
 
 
 




    


该数表决定着上述方程组是否有解，以及如果有解，解是什么等问题，因而研究这个数表就很

重要。

（2）某航空公司在 A,B,C,D 四城市之间开辟了若干航线，下图所示表述了四城市间的航班

图，若从 A 到 B 有航班，则用带箭头的线连接 A 和 B。

为了便于研究，表中√为 1，空白为 0，得到下列数表：

(3)某中学学生身高体重的测量，得到如下一份统计如

下表

列表表示到站

A B C D

行
标
表
示
发
站

A √ √ 0 1 1 0

B √ √ √ 1 0 1 1

C √ √ √ 1 1 0 1

D √ 0 1 0 0

A

B

C

D
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40 50 60 70

1.5 60 80 70 20

1.6 30 120 150 90

1.7 10 15 80 150

1.8 0 2 5 10

此表反映身高与体重这种关系时也可将上面表格写成一个简化的 4 行 4 列的矩形数表，

40（kg） 50（kg） 60（kg） 70（kg）

1.5 60 80 70 20

1.6 30 120 150 90

1.7 10 15 80 150

1.8 0 2 5 10

如果只反映 1.5 米与体重的关系，则可以用（60 80 70 20）；如果只反映 60kg 与身高的关

系，则可以用

70
150
80
5

 
 
 
 
 
 

。

案例 5 矩阵概念的应用——逻辑判断问题

甲、乙、丙、丁四人各从图书馆借来一本小说，他们约定读完后互相交换，这四本书的厚

度以及他们四人的阅读速度差不多，因此，四人总是同时交换书，经三次交换后，他们四人读

完 了 这 四 本 书 ， 现 已 知 ：

（1）乙读的最后一本书是甲读的第二本书；

（2）丙读的第一本书是丁读的最后一本书。

体重（kg）
人数

身高（m）
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问四人的阅读顺序是怎样的？

解：设甲、乙、丙、丁最后读的书的代号依次为 A,B,C,D,则根据题设条件可以列出初

始矩阵

 
 
 
 
 
 

D

B

A B C D

下面我们来分析矩阵中各位置的书名代号。已知每个人都读完了所有的书，所以并第二次

读的书不可能是 C,D。又甲第二次读的书是 B，所以丙第二次读的书也不可能是 B，从而丙第

二次读的书是 A，同理可依次推出丙第三次读的书是 B，丁第二次读的书是 C，丁第三次读的

书是 A，丁第一次读的书是 B，乙第二次读的书是 D，甲第一次读的书是 C，乙第一次读的书

是A，乙第三次读的书是 C，甲第三次读的书是 D。故四人阅读的顺序可用矩阵表示如下：

C A B
D A

D C B A

 
 
 
 
 
 

D

B C

A B C D

案例 6 矩阵乘法的应用

某企业某年出口到三个国家的两种货物的数量及两种货物的单位价格、重量、体积如下表

所示：

美国 德国 日本

1A 3000 1500 2000

2A 1400 1300 800

1
2
3
4

甲 乙 丙 丁

国

家

数

量
货
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单位价格（万元） 单位重量（吨） 单位体积（
3m ）

1A 0.5 0.04 0.2

2A 0.4 0.06 0.4

利用矩阵乘法计算该企业出口到三个国家的货物总价值、总重量、总体积各为多少？

案例 7 逆矩阵的应用

一个城市有三个重要的企业：一个煤矿，一个发电厂和一条地方铁路。开采一块钱的煤，

煤矿必须支付 0.25 元的运输费。而生产一块钱的电力，发电厂需支付煤矿 0.65 元的燃料费，自

己亦需支付 0.05 元的电费来驱动辅助设备及支付 0.05 元的运输费。而提供一块钱的运输费铁路

需支付煤矿 0.55 元的燃料费，0.10 元的电费驱动它的辅助设备。某个星期内，煤矿从外面接到

50000 元煤的订货，发电厂从外面接到 25000 元电力的订货，外界对地方铁路没有要求。问这

三个企业在那一个星期的生产总值各为多少时才能精确地满足它们本身的要求和外界的要求？

案例 8 求解线性方程组

（1）假设你是一个建筑师，某小区要建设一栋公寓，现在有一个模块构造计划方案需要你

来设计，根据基本建筑面积每个楼层可以有三种设置户型的方案，如下表所示。如果要设计出

含有 136 套一居室，74 套两居室，66 套三居室，是否可行？设计方案是否唯一？

方案 一居室（套） 两居室（套） 三居室（套）

A 8 7 3

B 8 4 4

C 9 3 5

（2）在一个原始部落中，农田耕作记为 F，农具及工具的制作记为 M，织物的编织记为 C。

人们之间的贸易是实物交易系统（见下图）。由图中可以看出，农夫将每年的收获留下一半，
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分别拿出四分之一给工匠和织布者；工匠平均分配他们制作的用具给每个组。织布者则留下四

份之一的衣物为自己，四分之一给工匠，二分之一给农夫。

随着社会的发展，实物交易形式需要改为货币交易。假设没有资本和负债，那么如何对每

类产品定价才能公正地体现原有的实物交易系统？

也可以用下表表示：

组名 F M C

F 1
2

1
4

1
4

M 1
3

1
3

1
3

C 1
2

1
4

1
4

（3）某药厂生产 3 种中成药，每件中成药的生产要经过 3 个车间加工。3 个车间每周的工

时、每件中成药在各车间需要的工时数如下表所示，问 3 中中成药每周的产量各是多少？

中成药 1 中成药 2 中成药 3 车间工时（时/周）

车间 1 1 1 2 40

车间 2 3 2 3 75

车间 3 1 1 1 28

F 1
2

M 1
3 C 1

4

1
4 1

4

1
3

1
3

1
4

1
2
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案例 9解线性方程组应用—人口迁移模型

在生态学、经济学和工程学等许多领域中经常需要对随时间变化的动态系统进行数学建模，

此类系统中的某些量常按离散时间间隔来测量，这样就产生了与时间间隔相应的向量序列

0 1 2, , , ,x x x  其中 nx 表示第 n 次测量时系统状态的有关信息，而 0x 常被称为初始向量。

如果存在矩阵A，并给定初始向量 0x ，使得 1 0 2 1, , ,x Ax x Ax   即

1 ( 0,1,2, )n nx Ax n   

则上述方程为一个线性差分方程或者递归方程。

（1）已知某城市 2009 年的城市人口为 5000000 人，农村人口为 7800000 人。假设每年大约

有 5%的城市人口迁移到农村（95%仍然留在城市），12%的农村人口迁移到城市（88%仍然留

在农村），如下图所示，忽略其他因素对人口规模的影响。计算 2011 年的人口分布。

(2) 在某个地区，每年约有 4%的城市人口移居到周围的农村，大约 5%的农村人口移居到

城市中。在 2009 年，城市中有 400000 居民，农村有 600000 居民。建立一个差分方程来描述

这种情况，用 0x 表示 2009 年的初始人口，然后估计两年之后，即 2011 年城市和农村的人口数

量（忽略其他因素对人口规模的影响）

（3）某公司有一个车队，大约有 450 辆车，分布在三个地点。一个地点租出去的车可以归

还到三个地点中的任意一个，但租出的车不许当日归还。下面的矩阵给出了汽车归还到每个地

点的不同比率。假设星期一在机场有 304 辆车，东部办公区有 48 辆车，西部办公区有 98 辆车，

那么在星期三时，车辆的大致分布式怎么样？

城市 农村0.95

0.12

0.05

0.88
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0.97 0.05 0.1
0 0.9   0.05
0.03 0.05   0.85

车辆出租地

机场 东部 西部 归还到

机场

东部

西部

案例 10生产计划问题

（1）假设某厂计划生产甲、乙两种产品，现库存主要原料有A类3600kg，B类2000kg,C

类 3000kg.每件甲产品需用材料 A 类 9kg,B 类 4kg,C 类 3kg。每件乙产品需用材料A 类 4kg,B 类

5kg,C 类 10kg。甲单位产品的利润 70 元，乙单位产品的利润 120 元。问如何安排生产，才能使

该厂所获的利润最大。

（2）某工厂生产 A,B 两种产品，已知生产 A 产品每公斤需耗煤 9 吨，耗电 400 度，

用工 3 个工作日；生产 B 产品每公斤需耗煤 4 吨，耗电 500 度，用工 10 个劳动日。A 产品每

公斤利润 700 元，B 产品每公斤利润 1200 元，因客观条件限制，该厂只能得到煤 360 吨，电

20000 度，劳动力 300 个，问该厂如何安排生产才能使总利润最大？

案例 11投资问题

某公司有一批资金用于 4 个工程项目的投资，其投资各项目时所得的净收益（投入资金的

百分比）如下表所示。由于某种原因，决定用于项目A 的投资不大于其他各项投资之和，而用

于项目 B 和 C 的投资要大于项目 D 的投资。试确定该公司收益最大的投资分配方案。

工程项目 A B C D

收益（%） 15 10 8 12

案例 12运输问题

有 A,B,C 三个食品加工厂，负责供给甲、乙、丙、丁 4 个市场。3 个工厂每天生产食品箱

数如表 1 所示；4 个市场每天的需求量如表 2 所示；从各厂运到各市场的运输费（元/箱）如表

3 所示。求在基本满足供需平衡的约束条件下使总运输费用最小。

表 1
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工厂 A B C

生产数 60 40 50

表 2

市场 甲 乙 丙 丁

需求量 20 35 33 34

表 3

收点

发点

市场

甲 乙 丙 丁

工

厂

A 2 1 3 2

B 1 3 2 1

C 3 4 1 1

案例 13合理下料问题

某工厂有一批 5 米的钢管（数量充足），为制造零件的需要，要将它们截成 140 厘米，95

厘米，65 厘米的管料，并要求这三种管料按照 2：4：1 的比例配套，问如何下料才能使残料最

少？

案例 14 经济配料问题

某饲养场有 5 中饲料，已知各种饲料的单位价格和每百公斤饲料的蛋白质、矿物质、维生

素含量如表，又知该饲养场每日至少需蛋白质 70 单位，矿物质 3 单位，维生素 10 单位，问如

何混合调配 5 种饲料，能使总成本最低？

饲料种类 有关成分 饲料单价

（百公斤）蛋白质 矿物质 维生素

1 0.30 0.1 0.05 2

2 2.20 0.05 0.10 7

3 1.00 0.02 0.02 4

4 0.60 0.20 0.20 3

5 1.80 0.05 0.08 5
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案例 15 特征值与特征向量的应用

1.设某校午餐有A、B两种便当选择，经统计数据显示，今天订A便当的人，隔天再订A便当

的机率是
3
5
；订B便当的人，隔天再订B便当的机率为

4
5
，已知星期一有40%的同学订了A便

当，60%的同学订了B便当，求星期四时订A便当同学的比率.

2.一实验室培养两种菌，令 na 和 nb 分别代表两种培养菌在时间点 n 的数量，彼此有如下的关

系 1 12( ), 2 ( 0,1,2 )n n n n na a b b b n      ，若二阶矩阵 A=
  b

c  d
a 
 
 

满足 n+b

n+3c
a 

 
 

A
nb
na 

 
 

，求

a  ，b  ，c  ，d  。

3.假设某地只有甲乙两家工厂生产并贩卖某一种产品每一年甲工厂的顾客中有
3
4
转向乙工厂购

买此产品，只有
1
4
仍然向甲工厂购买；而乙工厂的顾客中有

1
3
转向甲工厂购买，其余

2
3
的顾客

仍然向乙工厂购买，请问一年、二年、三年后，甲乙两家工厂的市场占有率为何？
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