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第一章 函数与极限

第1节 函数

案例 1 [自由落体运动方程] 在自由落体运动中，物体下落的距离S随下落时间

t的变化而变化，下落距离S与时间t之间的函数关系为

21= ,
2

S gt 其中 g为重力加速度．

案例 2 [股票曲线] 股票在某天的价格和成交量随时间的变化常用图形表示，下

图为某一股票在某天的走势图．

从股票曲线，我们可以看出这只股票当天的价格和成交量随时间的波动情况．

案例 3 [物理实验] 设某一物理现象的数学关系为 )(ty  ，用实验测得 it 时刻

)( ity  的值，见下表．

t 0 1t 2t ……
mt

)(t 0 1 2 ……
m

案例 4［生产利润］ 某一玩具公司生产 x件玩具将花费 )4(5400  xx 元，如

果每件玩具卖 48 元，那么公司生产 x件玩具获得的净利润是多少？

解: 经过简单的分析，可以得到该公司生产 x件玩具获得的净利润 y为

y )4(540048  xxx
．

案例 5 ［生产费用］某工厂生产计算机的日生产能力为 0 到 100 台，工厂维持

生产的日固定费用为 4万元，生产一台 计算机的直接费用(含材料费和劳务费)

是 4250 元．试建立该厂日生产 x台计算机的总费用函数，并指出其定义域.

file:///C:/Mywebs/Example/
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解：设该厂日生产 x台计算机的总费用为 y（单位：元），则 y为日固定费用和

生产 x台计算机所需总费用之和，即

( ) 40000 4250F x x  ,

由于该厂每天最多能生产 100 台计算机，所以定义域为{ | 0 100,x x x N   }．

案例 6 [飞行距离] 一架飞机 A中午 12 时从某地以 400 公里/小时的速度朝北飞

行，一小时后，另一架飞机 B从同一地点起飞，速度为 300 公里/小时，方向朝

东．如果两架飞机飞行高度相同，不考虑地球表面的弧度和阻力．问这两架飞机

在时刻 t (飞机 B起飞的时刻为 0)相距多远？

解： 设两架飞机在 t时刻相距 y km，由于两架飞机分别向北向东

飞行，所以 t时刻两架飞机所在地点的连线和各自飞行的路线组

成一个直角三角形，如右图所示． t时刻飞机 B飞行的距离

为300t，飞机 A早出发 1小时，飞行的距离为400( 1)t  ，由勾股定理，有

2 2 2 2400 ( 1) 300y t t  
，其中 t 0．

案例 7 [汽车租赁] 一汽车租赁公司出租某种汽车的收费标准为每天的基本租金

200 元加每公里收费 15 元．

(1) 试建立租用一辆该种汽车一天的租车费（单位：元）与行车路程 x（单位：

km）之间的函数关系；

(2) 若某人某天付了 400 元租车费，问他开了多少 km?

解： (1)设租用一辆该种汽车一天的租车费为 y（单位：元）, 则 y为每天的基

本租金 200 元和当天行车 x公里所收费用15x之和，即
200 15y x  ．

(2)将 400 代入上式，得

400 200 15x  ，

解之，得 13.3x  (公里) ．

案例 8 [单三角脉冲] 脉冲器产生一个单三角脉冲，其波形如下图所示，电压 U

与时间 )0( tt 的函数关系式为一分段函数

2 , [0, ]
2

2 ( ), [ , ]
2

0, ( , )

E t t

EU t t

t




 




 

   


 
 ．
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案例 9 [个人所得税] 我们知道，当个人的月收入超过一定金额时，应向国家交

纳个人所得税，收入越高，国家征收的个人所得税的比例也越高．即“高收入，

高税收”．我国于 1993 年 10 月 31 日发布的《中华人民共和国个人所得税法》

规定月收入超过 800 元的部分为应纳税所得额（下表仅保留了原表中前 2级 的

税率）．

级 数 全 月 应 纳 税 所 得 额 税 率 (％)

1 不超过 500 元部分 5

2 超过 500 元至 2000 元部分 10

个人所得税一般在工资中直接扣发．若某单位所有人的月收入都不超过 2800 元，

请建立月收入与纳税金额之间的函数关系．

解：设某人月收入为 x元，应交纳所得税为 y元．

当 8000  x 时， 0y ；

当 1300800  x 时， %5)800(  xy ；

当1300 2800x  时，

%10)1300(%5)8001300(  xy %10)1300(25  x ，

故函数关系为

0, 0 800
0.05 ( 800), 800 1300

0.1 ( 1300) 25, 1300 2800

x
y x x

x x

  
    
      ．

函数图形如下图所示．

若某人月工资为 1850 元，则应使用公式
25)1300(1.0  xy

求值，所交税为

80255501.01850 xy
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案例 10 [旅馆定价] 一旅馆有 200 间房间，如果定价不超过 40 元/间，则可全

部出租．若每间定价高出 1元，则会少出租 4间．设房间出租后的服务成本费为

8元，试建立旅馆一天的利润与房价间的函数关系．

解： 设旅馆的房价为 x元/间，旅馆一天的利润为 y元．

若 40x  ，则旅馆出租 200 间，利润为 )8(200  xy ．

若 40x  ，则旅馆少出租 )40(4 x 间，出租了 )40(4200  x 间．利润为

)8)](40(4200[  xxy ．

综上分析，旅馆利润与房价之间的函数为

200( 8), 40
[200 4( 40)]( 8), 40

x x
y

x x x
 

      ．

如果旅馆房价为 45 元/间，则应用公式 )8)](40(4200[  xxy 求值，

旅馆一天的利润为 )845()54200( y =6660（元）.

案例 11 [出租车费用]当人们乘坐出租车的时候总是在思考一个问题，当距离较

远时，选择乘坐一辆或者多辆出租车时费用上有何差别?如何换乘，所花费用最

少?某地 2014 年出租车的计费标准如下：

（1） 路 程 3km 以内( 含 3km)按起步价 9元计费；

（2）超过 3km,但不超过 10km 的这段路程，按 1.9 元/km 计费；

（3）超过 10km 后的路程需加收 50%的返空费，即按 2.85 元/km 计费；

(4）等待累计时间(如遇红灯、中途停车等)不满 5分钟不收费，若满 5分钟，按

每 5分钟 1km 计费。

按上述标准计算出的费用取整数为现实中最终支付费用。现假设乘客换车很方

便且不考虑等待时间，请制订一个费用最省的乘车方案?

解：设当行驶 x公里时，乘客乘车费用为 ( )f x 元，则有分段函数

(1)当乘车路程在 3km 之内时，在起步价之内，只乘一辆车最省，总费用是 9元。

(2)当乘车路程在 3～10km 之内时，平均每 km 路费随着 路程的增加而逐渐降低，

从 3km 时的平均 3元/km 到 1 0km 时 的平均 2.23 元/km, 故只乘一辆车最省。

(3)当乘车路程超过 10km 时，若不换乘则按 2.85 元/km 计费，若换乘，则需支

付起步价 9元。
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设当行驶至 y (10< y≤20)km 时，不换乘与换乘两种方案的费用相等，则有

2.85 ( 10) 9 1.9 ( 13)y y       （10 y 20）

解之得 13.5y  , 即每辆车的乘坐时间如果超过了 13.5km,则选择换乘另一辆

车费用最省。

故当乘车路程超过 10km 且小于 13.5km 时，只乘一辆车费用最省。

当乘车路程超过 13.5km 且不超过 23.5km 时，在行驶至 10km 时换乘另一辆

车费用最省。

(4)当乘车路程超过 23.5km 且不超过 33.5km 时，在行驶 至 10km 、20km 时分

别换乘另一辆车费用最省。如果距离继续 增加，换乘方案依此类推。

例如，如果乘客从甲地到乙地共 23km, 两种方案分别花 费多少?

方案一：不换乘

总花费：9+1.9×7+2.85×(23-10)=59.35≈59(元)

方案二：10km 处换乘

总花费： 2×(9+1.9×7)+3×2.85=53.15≈53(元)

方案二比方案一总花费节省了 6元。

第2节 极限

案例 1 [存款利息]设某人有本金 A 元， 假设银行的存款方式只有两种：一年定

期和活期，现行利率表如下表所示．

存款方式 利率(年利率)

活 期 0.0072

一年定期 0.0198

如果国家公布的个人所得税为 20% ，问：

(1) t年末，此人的本利和最多为多少？ t天后的本利和最多为多少？

(2) 若某人有 2000 元钱，准备在银行存 4年，请计算他的本利和．若存 800 天，
本利和最多又为多少？

解 1．问题假设
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设活期的年利率为 1r ，一年定期的年利率为 2r ，本利和为 y．为简化问题，便于

建立模型，特做以下合理化的简化假设：

(1) 存款期间银行的利率政策和国家公布的个人所得税等不变，中途没有追加存

款和提前支取； (2) 一年有 365 天．

2. 模型的建立

由于要交所得税，故实际活期年利率为 18.0 r ，一年定期的年利率为 28.0 r ．由于

21 rr  ，所以获得最高利息的存款方式为尽量存定期．

(1)当存款时间 t为整年时，本利和 y与存款时间n之间的函数关系为

nrAy )8.01( 2 ．

(2) 当存款时间 t不为整年时，可以存 ]
365

[ tn  个一年定期，剩余的 )365( nt  天

存活期．这样，第 ]
365

[ tn  年末的本利和为 nrAy )8.01( 2 ，以它为本金，再存

)365( nt  天，得到 t天后的本利和 y．由于活期的年利率为 1r ，折算为每天的利

率为
365

1
3

r
r  ，故 t天后的本利和 y为

[ ]
365

2 3(1 0.8 ) (1 0.8 365 mod( ))
365

t ty A r r    
，

其中， )
365

mod( t
是

365
t

的模，其值为 ])
365

[
365

(365)
365

mod( ttt
 ．

3．模型的求解

若某人有 2000 元钱，存 4年，本利和为

6.2130)0198.08.01(2000 4 y (元)
若存 800t 天，则先存 2 年定期，再存 70 天的活期，本利和为

)70
365
0072.08.01()0198.08.01(2000 2 y

= 09.20670014.12.2064  (元)

案例 2 [投资收益]假定有一个人想把手中的余钱拿去投资，假如投资收益的

年利率为 100%,那么当他投资 1 万元，他将收益 2 万元。如果投资

有复利计算，比如每个月都计利一次，那么他到年末将有 121(1+ )
12

万元。如

果按每年 n次复利计算，则每年末他将有多少万元?当 n无限增大时，他

的收益会无限多吗?

解：如果按每年 n次复利计算，则年末将有 1(1+ )n
n

万元，因 1(1+ )n
n

随 n 增大，
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单调递增，但有上界： 1lim(1+ ) 3n

n
e

n
 

所以，当 n 无限增大时，他的收益也不会超过 3 万元，因而他的收益也

不会无限增多。实际上只能无限接近于 2.71828万元。

案例 3 [科契雪花]1904 年，瑞典数学家黑尔格·冯·科赫 (Helge von Koch)

构造了现在以他的名字命名的“Koch 雪花”。 先画一个边长为 1 的等边三

角形，再进行如下修改。第一步：将等边三角形的每条边三等分，并以中

间的一段为边向外画等边三角形，再去掉被三等分的边的中间的一段，这

样就形成了一个具有 3×4 条边的多边形。第二步：将新多边形的每条边三

等分后重复以上的过程，这样就形成了一个具有 23 4 条边的多边形。重

复以上步骤到第 n步时，得到一个3 4n 条边的多边形。当 n 越来越大时，

新多边形的的边缘越来越精细，看上去越来越像一朵美丽的雪花，故名

“Koch 雪花”,又名“Koch 曲线”,如下图所示。请问随着 Koch 雪花边数

的增加，其周长和面积如何变化?

解：设第n（n=0,1,2,3, …）步所得的多边形的周长为 nl ,面积为 ns ，则有

0 3,l  0
3

4
s 

1 0
4 ,
3

l l  1 0 0
13
9

s s s   

2

2 0
4 ,
3

l l   
 


2

2 1 0
13 4
9

s s s      
 



0
4 ,
3

n

nl l   
 

1
1 0

13 4
9

n
n

n ns s s


      
 

其中，

1
1 0

1 0 1
1 43 4
9 9 3

n n
n

n n n
ss s s s
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2 1
0 0 0 0

0

2 1
0

0

0 0

4 4 4
3 9 3 9 3 9 3

4 4 41
3 9 9 9

3 41
5 9

n

n

n

s s s ss

ss

s s





                  
     

              
     

      
   





对周长和面积分别求极限得

0
4lim lim ,
3

n

nn n
l l

 

     
 

0 0 0
3 4 8 8 3lim lim 1
5 9 5 20

n

nn n
s s s s

 

           
     

上面结果表明，随着n的增加， Koch 曲线的长度趋于无穷大，而其围成的几

何图形的面积却趋于定值。即在有限的区域内，曲线的长度可以无限长。

1975 年，法国数学家曼德尔布罗特 (B.B.Mandelbrot)出版了《分形：形状、

机遇与维数》一书，在书中曼德尔布罗特解决了著名的“英国的海岸线有多

长”的问题。曼德尔布罗特指出，海岸线的长度取决于用于测量的尺子的

长度。如果用公里作测量单位，从几米到几十米的一些弯曲就无法测量会

被忽 略；而改用米来做测量单位，从几厘米到几十厘米的弯曲也会 被

忽略，但是海岸线的总长度会增加。海岸线的长度问题正如 koch雪花，如

果拿单位长度的尺子去测量 koch 雪花长度有限， 但是如果用于测量的尺

子的长度足够短，则 koch 曲线的长度会足够长。《分形：形状、机遇与维数》

一书的出版标志着一个新的数学分支“分形几何学”的诞生。

分形几何学是真正描述大自然的几何学，基本思想是：客观事物具有局部

与整体以某种形式相似的层次结构，称为自相似性。这种自相似的层次结

构，适当的放大或缩小几何尺寸，整个结构不变。例如，从空中观察海岸

线与人站在海边观察海岸线具有相似的曲线形状。分形几何学从诞生到现

在，已成为当今世界十分风靡和活跃的新理论、新学科，在自然界、物理、

化学、生物和地理等学科领域中得到了广泛的应用。
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案例 4 [洗涤效果]洗衣机的洗衣过程为以下几次循环：加水――漂洗――脱

水．假设洗衣机每次加水量为 t ，衣物的污物质量为 t (单位：千

克)，衣物脱水后含水量为 t (单位：千克)．问：经过t 次循环后，

衣物的污物浓度为多少（污物浓度为污物的质量（千克）与水量（升）之比）？

能否 100％地清除污物？

解 各次运行时，污物的浓度为

C
A

1
， mC

m


 1
2




， mC
m


 2
3




，…， mC
mn

n 
 1


，…

n次循环后，衣物的污物浓度为 1

1

)( 




 n

n

n mCC
Am

因为
1

m
C ，所以

0
)1(

1lim
)(

limlim
11

1












 nnn

n

nnn

m
CC

A
mCC

Am

当洗涤次数n很大时，衣物的污物浓度会很小，随着洗涤次数的无限增大，留在

衣物上的污物浓度接近 0，但永远不为 0．因此要 100％地清除污物是不可能的．

案例 5 [游戏销售]当推出一种新的电子游戏程序时，在短期内销售量会迅速增

加，然后开始下降，其函数关系为
2
200( ) ,

100
ts t t

t
  


， t 为月份．

(1) 请计算游戏推出后第 6个月、第 12 个月和第三年的销售量．

(2) 如果要对该产品的长期销售做出预测，请建立相应的表达式．

解 (1)
2

200 6 1200(6) 8.8235
6 100 136

s 
  


，

（2）
2

200 12 2400(12) 9.8361
12 100 244

s 
  


，

（3）
2

200 36 7200(36) 5.6176
36 100 1396

s 
  


．

(2) 从上面的数据可以看出，随着时间的推移，该产品的长期销售应为时间

t时的销售量．即
2

200lim 0
100t

t
t




。

上式说明当时间 t时，销售量的极限为 0，即人们购买此游戏会越来越少，

从而转向购买新的游戏．
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第二章 导数与微分

第1节 导数

案例 1 [电流] 电路中某点处的电流 i是通过该点处的电量 q关于时间 t的瞬时变

化率，如果一电路中的电量为 3( )q t t t  ．

(1) 求其电流函数 ( )i t ；

(2) 3t  时的电流是多少？

(3) 什么时候电流为 49．

解: （1）
3 3 2( ) ( ) ( ) ( ) 3 1dqi t t t t t t

dt
        

(2) 2 2
3(3) (3 1) | 3 3 1 28ti t       ；

(3) 解方程 ( ) 49i t  ，即 23 1 49t   ，得 4t   (舍去负值)，即当 4t  时，电流为

49．

案例 2 [制冷效果] 某电器厂在对冰箱制冷后断电测试其制冷效果， t小时后冰

箱的温度为
2 20

0.05 1
tT
t

 


．问冰箱温度T 关于时间 t的变化率是多少？

解: 冰箱温度T关于时间 t的变化率为

  2

2 2 2(0.05 1) 2 0.0520 20
0.05 1 0.05 1 (0.05 1)

dT t t t t
dt t t t

                    

案例 3 [电流与电压的关系] 在电容器两端加正弦电流电压 sin( )c mu U t   ，

求电流 i .

解： 因为 [ sin( )] [ cos( )]c
m m

dui C C U t C U t
dt

        

sin( ) sin( )
2m mCU t I t        

其中 m mCU I  是电流的峰值（最大值），称振幅，相位
2
   ．由

sin( )c mu U t   ， sin( ) sin( )
2m mi CU t I t         ，

从而可知，电容器上电流与电压有下列关系：

（1）电流 i与电压u是同频率的正弦波；
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（2）电流 i比电压 cu 相位提前
2


；

（3）电压峰值与电流峰值之比为
1m m

m m

U U
I C U C 

  ，

电工中称
1
C

为容抗（容性电抗）．

案例 4 [发动机的效率] 一汽车厂家正在测试新开发的汽车的发动机的效率，发

动机的效率 p（%）与汽车的速度 v (单位：km/h)之间的关系为

30.768 0.00004p v v  ．问发动机的最大效率是多少？

解 求发动机的最大效率 p最大，即求函数 30.768 0.00004p v v  的最大值．

先求极值点．  3 20.768 0.00004 0.768 0.00012dp v v v v
dv

    ，

令 0dp
dv

 ，得 80v  (单位：km/h) ．

由实际问题知，此时发动机的效率最大，最大效率为 (80) 41(%)p 

案例 5 [最大输出功率]设在电路中，电源电动势为 E，内阻为 r,（E，r 均为常

量），问负载电阻 R多大时，输出功率 P最大？

解 消耗在电阻 R上的功率 2P I R ，其中 I 是回路中的电流，由欧姆定律知

EI
R r




， 所以
2

2 (0 )
( )
E RP R
R r

   


.

要使 P最大，应使 0dP
dR

 ，即
2

3 ( ) 0
( )

dP E r R
dR R r

  


得 R r ， 此时，
2

4
EP
R



由于此闭合电路的最大输出功率一定存在，且在 (0, ) 内部取得，所以必在 P

的唯一驻点 R r 处取得．因此，当 R r 时，输出功率最大为
2

4
EP
R

 ．

http://jpkc.cec.edu.cn/jpkc/sx/math_cai/anliti/2/y-203.htm
http://jpkc.cec.edu.cn/jpkc/sx/math_cai/anliti/2/y-20f.htm
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第2节 函数的微分

案例 1 [金属立体受热后体积的改变量] 某一正立方形金属体的边长为 2m，当金

属受热边长增加 0.01m 时，体积的微分是多少？体积的改变量又是多少？

解: 体积的微分为

3 2 2( ) 3 3dV x dx x dx x x    ，

将 2x  ， 0.01x  代入上式，得在 2x  ， 0.01x  处的微分

2
2

0.01
3 2 0.01 0.12x

x
dV 

 
    (m3)，

2x  ， 0.01x  处体积的改变量为

3 3
2

0.01
(2 0.01) 2 0.1206x

x
V 

 
     (m3)，

由此可见， 2
0.01

x
x

dV 
 

2
0.01

x
x

V 
 

  .

案例 2 [电压改变量]设有一电阻负载 25R  ，现负载功率 P 从 400W 变到 401W，

求负载两端电压U 的改变量.

解: 由电学知，负载功率
2UP
R

 ,即 U RP ，故

1 1
22

d RP d P RdU dP R R dP dP
dP dP PP

    ，

因为 25R  ， 400P  ， 1dP  ，所以电压U 的改变量为

25 1 0.125
2 400

U dU     （V）.

案例 3 [收入增加量] 某公司生产一种新型游戏程序，假设能全部出售，收入函

数为
2

36
20
xR x  , 其中 x为公司一天的产量，如果公司每天的产量从 250 增加到

260，请估计公司每天收入的增加量．

解: 公司每天产量的增加量为 10x  ，用 dR估计每天的收入增加量为

2

1036 360
20 x
xR dR x x x 
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案例 4[放大电路] 某一负反馈放大电路，记其开环电路的放大倍数为 A，闭环

电路的放大倍数为 fA ，则它们二者有函数关系
1 0.01f

AA
A




．当 410A  时，由

于受环境温度变化的影响， A变化了10% ，求 fA 的变化量是多少？ fA 的相对变

化量又为多少？

解: 由于 410A  时， 100fA  ，用 fdA 近似计算 fA ，得

( )f f fA dA A A    ，

其中 2

1( )
1 0.01 (1 0.01 )f

AA
A A

      
．

fA 的变化量
4 4 4

2 4 2

10 101 0.1 10 0.098
(1 0.01 ) (1 0.01 10 )0.1 0.1f

A A
A A

AA A A A
  

    
     

，

fA 的相对变化量约为 40.098 /100 0.98 10f

f

A
A


  

案例 5 [钟表误差] 一机械挂钟的钟摆的周期为 1s，在冬季，摆长因热涨冷缩而

缩短了 0.01cm，已知单摆的周期为 2 lT
g

 ，其中 980g  cm/s
2
，问这只钟每

秒大约快还是慢多少？

解: 因为钟摆的周期为 1秒，所以有1 2 l
g

 ，解之得摆的原长为 2(2 )
gl


 ，

又摆长的改变量为 0.01l   厘米，用 dT 近似计算 T ，得

1dTT dT l l
dl gl

     

将 2(2 )
gl


 ， 0.01l   代入上式得

2

2

1 2( 0.01) ( 0.01) 0.0002

(2 )

T dT l
ggl gg

 



           


(秒)

由于摆长缩短了 0.01 厘米，钟摆的周期相应地缩短了约 0.0002 秒．

案例 6 [钟摆快慢]在很多城市都有一种老式的机械钟，由于钟摆是由金属制造

的，容易由于温度的改变而热胀冷缩，使得钟摆的摆长产生细微的变化。例如钟

file:///C:/Mywebs/Example/Main
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摆的振动周期为 2 lT
g

 , 其中
2980 /g cm s , l为摆长，正常温度下，设摆

长为 0l ,钟摆的周期大约为 1 s 。在夏季由于阳光的照射，钟摆的摆长大约增加

0.005cm ,那么这钟每天的时间是变快还是变慢了呢?

解：根据物理学知识，钟摆的周期变长，则钟会变慢；周期变短，则钟会变快。

又∵
22 ,

4
l gT l T
g




  ,当 1T  秒时，
0 2 , 0.005

4
gl l


   ,

根据微分知识有，周期的改变 2 lT dT l
g


 

    
 

，

2

2 2

2
/ 4

T l l
gg

 


     。因为 0l  , 所以 0T  ,

即周期变长了，故这钟的时间会变慢。并且周期变长了约为
22 0.005 0.0001

980


  秒。

那么，该钟每天变慢的时间约为 0.0001×60×60×24=0.864 秒。

第3节 瞬时变化率

案例 1[低频跨导] 具有 PN 节的半导体器件，其电流微变和引起这个变化的电压

微变之比称为低频跨导．一种PN节的半导体器件，其转移特性曲线方程为 25I U ，

求电压 2U   V 时的低频跨导．

解: 低频跨导是电流微变和引起这个变化的电压微变之比，它在 2U   伏时的变

化率为
2 2

0 0

5( 2 ) 5( 2)lim lim 10
V V

I VI
V V   

     
  

 
（V）．

案例 2 [人口增长率]《全球 2000 年报告》指出世界人口在 1975 年为 41 亿，并以每

年 2％的相对比率增长．若用 P表示自 1975 年以来的人口数，求
dP
dt

, 0t
dP
dt  ,

15t
dP
dt  ，它们的实际意义分别是什么？

解:
dP
dt

表示世界人口总量关于时间的变化率，即
0

( ) ( )lim
t

dP P t t P t
dt t

  



,

在[ , ]t t 时间内，世界人口的增长可视为是匀速增长的，由于相对比率为 2％，

速度为 2% ( )P t ，即 ( ) ( ) 2% ( )P t t P t P t t     ，故有 2% ( )dP P t
dt



file:///C:/Mywebs/Example/
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由于世界人口每年都以 2％的相对比率增长，所以

dP
dt

 0t
dP
dt   15 2% ( )t

dP P t
dt  

案例 3 [铜矿开采费]从一个铜矿中开采T吨铜矿的花费为 ( )C f T 元，

(2000) 100f   意味着什么？

解: 对于 2000(2000) 100T
dCf
dT    ．

因 C的单位为元，T的单位为 t，所以
dC
dT

的单位为元/t， (2000) 100f   表明当有

2000t 铜矿从矿中被开采出来时，再开采 1t 铜矿需花费 100 元．

案例 4 [速度]已知某物体做直线运动，运动方程为 2( 1)( 1)s t t   ， s (单位：

m)， t (单位：s) ．求在 3t  s 时物体的速度？

解: 物体运动的速度为 2 2 2[( 1)( 1)] ( 1) ( 1) ( 1)( 1)dsv t t t t t t
dt

           

2 22 ( 1) ( 1) 1 3 2 1t t t t t        ，

3t  s 时的速度为 2
3 3| (3 2 1) | 34t tv t t     (m/s).

案例 5 [电压的变化率] 一个电阻为3，可变电阻为 R的电路中的电压由下式给

出：
6 25

3
RV
R





．求在 7R  时电压关于可变电阻 R的变化率．

解: 电压V 关于可变电阻 R的变化率为

2 2

6 25 6( 3) (6 25) 7
3 ( 3) ( 3)

R R RV
R R R

            
，

在 7R  时电压关于可变电阻 R的变化率为 7 2

7| 0.07
(7 3)RV     


.

案例 6[并联电阻] 当电流通过两个并联电阻 1r ， 2r 时，总电阻由下式给出：

1 2

1 1 1
R r r
  ，求 R对 1r的变化率．假定 2r 是常量．

解: 由
1 2

1 1 1
R r r
  知 1 2

1 2

r rR
r r




，因为 2r 是常数，所以

2
1 2 2 1 2 1 2 2

2 2
1 1 1 2 1 2 1 2

( )( )
( ) ( )

r r r r r r r rdR d
dr dr r r r r r r
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案例 7 [制冷效果] 某电器厂在对冰箱制冷后断电测试其制冷效果， t小时后冰

箱的温度为
2 20

0.05 1
tT
t

 


(单位：0C )．问冰箱温度T关于时间 t的变化率是多

少？

解: 冰箱温度T关于时间 t的变化率为

  2 2

2 2 2(0.05 1) 2 0.05 220 20
0.05 1 0.05 1 (0.05 1) (0.05 1)

dT t t t t
dt t t t t

                      
.

案例 8 [放射物的衰减] 现有 1g 放射性元素碳 14,已知其第 t年的剩余量为

0.000121( ) tM t e ,求碳 14 的衰减速度并得出其衰变规律。

解: 碳-14 的衰减速度 0.000121( )( )= ( ) 0.000121 ( )tdM tv t e M t
dt

   

即碳-14 的衰减速度为 0.0001210.000121 te 克/年，负号表示递减。

碳-14 的衰变速度与当时未衰变的碳-14 含量 ( )M t 成正比。

案例 9 [钢棒长度的变化率] 假设某钢棒的长度 L（单位：cm）取决于气温 H（单

位：0C），而气温 H又取决于时间 t（单位：h），如果气温每升高 10C，钢棒长度

增加 2cm，而每隔 1小时，气温上升 30C，问钢棒长度关于时间的增加有多快？

解: 已知长度对气温的变化率 2dL
dH

 cm
0/ C．

气温对时间的变化率为 3dH
dt

 0 /C h．

要求长度对时间的变化率，即求
dL
dt

．

将 L看作H的函数，H看作 t的函数，由复合函数求导的链式法则得

2 3 6dL dL dH
dt dH dt

     (cm/h)．

因而，长度关于时间的增长率为 6cm/h．

案例 10 [充电速度] 对电容器充电的过程中，电容器充电的电压为

(1 )
t
RC

cu E e


  ,求电容器的充电速度 cdu
dt

（如下图）.

解: 利用复合函数的求导法则，有

file:///C:/Mywebs/Example/Main
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(1 ) (1 ) 0 ( )
t t t

c RC RC RCdu tE e E e E e
dt RC

  
   

         
   

10 ( ) 0 ( )
t t t
RC RC RCt EE e E e e

RC RC RC
     

         
   

第4节 函数的单调性

案例 1 [增长率] 若某国的国民生产总值的增长率 0dP
dt

 ，由函数单调性的判定

方法知 ( )P t 是一单调增加函数，即该国的国民生产总值越来越大；反之，若某国

的国民生产总值的增长率 0dP
dt

 ，则该国的国民生产总值越来越小．

案例 2 [石油蕴藏] 假设 P为在第 t年时地球的石油总蕴藏量（包括未被发现的），

假设没有新的石油产生，并且 P以桶为单位计量，
dP
dt

的单位是什么？它有何意

义？它的符号为正还是负？为什么？

解: 由于没有新的石油产生，而地球的石油是不可再生资源，随着对石油的消耗，

其总量会越来越少，因此地球的石油总蕴藏量 ( )P t 是一单调减少函数， 所以

0dP
dt

 ．因为 P的单位是桶， t的单位是年，所以
dP
dt

的单位是桶/年．

案例 3 [人口增长] 中国的人口总数 P（以 10 亿为单位）在 1993 年—1995 年间

可近似地用方程 1.15 (1.014) tP   来计算，其中 t是以 1993 年为起点的 年数，根

据这一方程，说明中国人口总数在这段时间是增长还是减少？

解: 中国人口总数在 1993—1995 年间的增长率( 0t  )为

1.15 (1.014) 1.15 (1.014) 1.15 (1.014) ln1.014 0t t tdP
dt

               ，

因此中国人口总数在 1993—1995 年期间是增长的．

案例 4 [血液的压强] 血液从心脏流出，经主动脉后流到毛细血管，再通过静脉

file:///C:/Mywebs/Example/
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流回心脏．医生建立了某病人在心脏收缩的一个周期内血压 P（单位：mmHg）的

数学模型
2

2

25 123 , 0
1

tP t
t


 


表示血液从心脏流出的时间（t的单位：秒）．问

在心脏收缩的一个周期里，血压是单调增加的还是单调减少的

解: 2

2

25 123
1

tP
t

     

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

(25 123) ( 1) (25 123)( 1) 50 ( 1) 2 (25 123)
( 1) ( 1)

t t t t t t t t
t t

        
 

  2 2

196 0
( 1)

t
t

  


.

因为 0t  ，所以
2 2

196 0
( 1)

tP
t

   


，故在心脏收缩的一个周期里，血压是单调减少的．

第5节 函数的极值与最值

案例 1 [容器的设计] 要设计一个容积为 500ml 的圆柱形容器，其底面半径与高

之比为多少时容器所耗材料最少？

解: 设其底面半径为 r，高为 h，

其表面积为 22 2S rh r   ； 容积为 2500V r h 

即 2

500h
r

 ，代入 22 2S rh r   ，得表面积 21000 2S r
r

  ，

求导 2

1000 4S r
r

   

解 0S  ，得唯一驻点

1
3500

2
r


   
 

，因为此问题的最小值一定存在，故此驻点即为

最小值点，将

1
3500

2
r


   
 

代入 2500V r h  ,得

1
32000

2
h


   
 

，即
1
2

r
h
 ，

故当底面半径与高之比为 1：2时，所用材料最少．

案例 2 [采矿爆破]露天采矿、采石或取土经常采用炸药包进行爆破，经过长期

实践发现爆破部分呈圆锥漏斗形状，圆锥母线长是 R, 它是固定的。问炸药包埋

入多深时能使爆破体积最大?

解：设深度为h

体积 2 21 ( ) (0 )
3

V R h h h R    求导 2 21 ( 3 )
3

V R h  

file:///C:/Mywebs/Example/Main
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令 0V   得 3
3

h R  舍去负值

又 2V h   , 3 2 3( ) 0
3 3

V R R   

深度 3
3

h R 时，爆破体积最大。

案 例 3[ 税 收 问 题 ] 某 企 业 的 总 收 益 函 数 和 总 成 本 函 数 分 别 为

2 240 2 , 4 3R q q C q q     ，企业要追求最大利润，政府要对产品征税，求：

(1)政府征税的最大收益及此时的税率 r ;
(2)企业税前和税后的最大利润和此时的平均价格。

解：(1)企业在税率为 r 的情况下利润函数

0L R C qr q   

利润L 最大 0dL
dq

 ,即 40 4 2 4 0q q r    

( ) 6
6
rq r  

根据实际问题，此时q就是纳税后企业获得最大利润的生 产水平。所以，此时

的征税收益函数：
2

( ) 6
6
rT rq r r  

T 要最大， 0dT
dr

 , 即 6 0, 18
3
r r   

当 18r  时，税收T 最大且最大值 (18) 54T  ，此时的生产水平 (18) 3q  。

(2)纳税前的总利润 23 36 3L R C q q      ,

可求得生产水平 6q  时可获得最大利润 105L  ,

此时价格 28RP
q

 

将税后的产出 3q  和 18r  ，代入利润函数 23 36 ) 3L q r q    （

得最大利润 24L  , 此时的价格 34RP
q

 

由此可见在确保企业和征税收益最大化的前提下，因征税，产出水平由 6下降到

3;价格由 28 上涨到 34;而最大利润由 105 下降到 24。

案例 4[规划问题]为了确定每天工作时间增加对劳动价值增加的影响。每天工作

x小时，产生劳动产品的价值经过测算为 y元。其关系是
2300 30y x x   。
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求劳动价值对工作时间的边际收益。假设正常上班 8小时，求出 8小时以外最合

适的加班时间长度。

解：因为 2300 30 [0,24]y x x x   

所以 30 2 , 2y x x y    

所以 y是单调递减函数，即工作时间每增加 1小时，生产 的劳动价值的增加量

越来越少。边际收益呈现递减规律。

当 [0,15], 0x y  ，说明每增加 1小时工作时间，劳动价值的确能增加，但是增

加的幅度逐渐减小。当 [15,24], 0x y  ,工作时间超过 15 小时以后，每增加 1小

时工作时间， 劳动价值增加量是负数，劳动价值在减少，通常是由于效率低下，

生产的产品质量不达标，浪费了原材料，使总的价值减少。

所以工人应该有适当的工作时间，加班虽然会产生更多经济效益，但是不要无限

加班，加班时间太长，效率反而低下，有损总的经济效益。多数企业每日工作 8

小时，按照本题函数的结论，8 小时后还可以加班 7 小时，一共工作 15 小时，

就不能再加班了。如果超过 15 小时，即使工人迫于无奈加班，效益反而减少。

注：本题还可以衍伸为， x是经济成本投入量， y是经济 产出量。通常 x投入

越多， y产出越多，但是 y可能是递减的， x每增加一个单位量， y相应增加

的量的 y .假如 0y  .就不能再增加投入了，此时有 y的增加量已经是负数，

代表减产。

案例 5 [停产时间]油井投资 10 百万元建成。在时刻 t的成本与收益分别是

( ), ( )C t R t , 追加成本与增加收益分别是
2 2
3 3( ), ( ), ( ) 2 , ( ) 10C t R t C t t R t t       单位：

百万元/年。该油井开始利润很大，后来会逐渐减小，试确定该油井何时停产能

获得最大利润，最大利润是多少?

解：利润 ( ) ( ) ( )L t R t C t 
极值的必要条件是 ( ) ( ) ( ) 0L t R t C t    

即 ( ) ( )R t C t 
2 2
3 32 10t t   , 得 8t 

极大值点充分条件是 ( ) ( ) ( ) 0L t R t C t     ,

检验后的确
1
3

8
4(8) (8) (8) 0
3 tL R C t



      

故最佳停产时间是 8 年，8 年后继续生产会亏本。成本大于收益，利润为负。

到第 8年为止总的利润是
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8 8

0 0
( ) 10 [ ( ) ( )] 10 15.6L L t dt R t C t dt        

总利润 15.6 百万元。

案例 6 [讲授时间]通过研究一组学生的学习行为，心理学家发现接受一个概 念

的能力依赖于在概念引入之前老师提出和描述问题所用的 时间。刚开始的时候，

学生的兴趣激增，但随着时间的延长，学生的注意力开始分散。分析结果表明，

学生掌握概念的能力由下式给出

2( ) 0.1 2.6 43F x x x   
其中， ( )F x 是接受能力的一种度量， x是提出概念所用的时间(单位：分钟)

(1) x为何值时，学生学习能力增强或降低?

(2)第 10 分钟时，学生的兴趣是增长还是注意力下降?

(3)最难的概念应该在何时讲授?

(4)一个概念需要 55 的接受能力，它适于对这组学生讲授么?

解：(1)令 ( ) 0.2 2.6F x x    ， 则 13x  。

当 13x  时， ( ) 0, ( )F x F x  单调上升；当 13x  时， ( ) 0, ( )F x F x 

单调下降。所以当提出概念所用的时间小于 13 分钟时，接受能力增强；当提出

概念所用的时间大于 13 分钟时，接受能力降低。

(2) 10 13x   , ( )F x 单调上升，学生的兴趣在增长。

(3) ( )F x 在 13x  时取得极大值，所以最难的概念应该在提出问题后的第 13 分钟

时讲授。

(4)因为 (13) 59.9F  ,这个概念需要 55 的接受能力，小于最大接受能力，所以可

以对这组学生讲授该概念。

案例 7 [最大容积] 设有一个长 8分米和宽 5分米的矩形铁片，在四个角上切去

大小相同的小正方形，问切去的小正方形的边长为多少分米时，才能使剩下的铁

片折成开口盒子的容积为最大？并求开口盒子容积的最大值．

解: 设切去的小正方形的边长为 x分米，则盒子的容积为

5(8 2 )(5 2 ) (0 )
2

V x x x x     ，

求导 2(5 2 ) 2(8 2 ) (8 2 )(5 2 ) 4( 1)(3 10)V x x x x x x x x           

令 0V   ，得驻点 1 2
101,
3

x x  ( 2
5
2

x  ，应舍去)，则符合题意的驻点只有 x  1．由

file:///C:/Mywebs/Example/Main
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于开口盒子容积的最大值一定存在，而且在
50,
2

 
 
 

内取得，而 0V   在
50,
2

 
 
 

内

只有一个根 x  1，故此点为所求的最大值点．

所以切去的小正方形的边长为 1分米时，做成的开口盒子容积最大，最大容积是

18 立方分米．

案例 8 [油管铺设路线的设计] 要铺设一石油管道，将石油从炼油

厂输送到石油罐装点，如右图所示．炼油厂附近有条宽 2.5km

的河，罐装点在炼油厂的对岸沿河下游 10km 处．如果在水中铺设

管道的费用为 6万元/km，在河边铺设管道的费用为 4万元/km．

试在河边找一点 P，使管道铺设费最低．

解: 设 P点距炼油厂的距离为 x，管道铺设费为 y，由题意有

2 24 6 (10 ) 2.5 ( 0)y x x x     ，

2 2

2 2 2 2

(10 ) 2.5 6(10 )(4 ) 6 4
2 (10 ) 2.5 (10 ) 2.5

x xy x
x x

         
   

令 0y  ，得驻点
1010
20

x   ，舍去大于 10 的驻点，由于管道最低铺设费一定

存在，且在  0,10 内取得，所以最小值点为 7.764x  km，最低的管道铺设费为

51.18y  万元．

案例 9 [拉船靠岸]如图所示。

在离水平高度为h m 的岸上，有人用绳子拉船靠岸，假定绳长为 l m,船位于离岸

壁 s m 处，试问：当收绳速度为 0v m/s 时，船的速度，加速度各为多少?

解： , ,l s h三者构成直角三角形，有
2 2 2l s h  ,

两边同时对 t求导，得

dl dsl s
dt dt
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按速度定义，收绳速度 0
dlv
dt

 , 船速
dsv
dt



代入后得

2 2

0 0
l h sv v v
s s


  ，

从而加速度

2 2
0

3( ) h va v t
s

   。

案例 10 [通道的设计]某人扛着一根长为L的长杆要从一通道中行进（如下图）。

他从 I通道进口出发，再从Ⅱ通道的出口离开。现如何确定一个Ⅱ通道的最佳宽

度尺寸使其顺利通过，而不去对 I通道做任何改变。

解：设Ⅱ通道的宽度为d ,I 通道的宽度为固定值 0d , 并且记 DAB DOC     ,

记 O为杆的支撑点。

由上图知：
0sin , = ,

cos
ABd OD OD AD OA L AB d


     

因此问题转化为求  使 d的值达到最小。

求导： 0
0( )sin sin tan

cos
dd L L d   


     ,

得 到 03cos d
L

  , 03cos darc
L

  为d 的驻点，又因为这是一个实际问题，因而

03
0 cos darc

L
  时，d 取得最小值。

比如 I通道的宽度是 2m, 杆长为 16m 时，
0 3

  , 此 时

16sin tan 10.392( )
3 3

d m 
  

即Ⅱ通道的宽度至少要 10.392 m 才能让杆顺利通过。

案例 11 [轨道的设计]列车在从直道进入弯道时，为什么常会产生摇晃震动?怎样去

减少这种摇晃?

解：列车在拐弯时将受到向心力的作用，如果向心力的变化不连续，则将产生摇

晃。由力学知识可知，轨道上一点处的向心力大小为
2mv

R
, 其中m是物体的质
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量，v是运动速度，R是轨道在该点处的曲率半径。如果让列车由直道直接进入

圆弧形轨道，如下图所示

尽管轨道是光滑连接的，但是由于直线的曲率半径为无穷大，因而在轨道的连接

点B处，向心力的大小将发生跳跃，这就会导致摇晃震动。为了减小摇晃，必

须让轨道的曲率半径R连续变化。容易求得立方抛物线 3 ( 0)y ax a  在任一点处

的曲率半径

3
2 4 2(1 9 )

6
a xR
a x




当 x≠0时，R随 x连续变化，且当 x→0时，R。

因此如果我们在修筑铁路时，先在直道末端接上一段立方抛物线BC , 再在立方

抛物线上选取适当的点C处与圆弧形轨道CD相接，使此立方抛物线在C 处的曲

率半径近似于圆弧CD的半径，这样在从直轨 AB转入弯轨BCD时，曲率半径R将

接近连续变化，从而减小列车的摇晃震动。

案例 12 [奇妙的蜂房]蜜蜂营造的蜂房具有非常奇妙的结构，它的每一个蜂巢是

一个正六棱柱，入口是一个正六边形 ABCDEF,柱底是由三个大小相等的菱形围成

的一个三面角，如下图所示。

长期以来，人们对于蜂房的精巧结构有着非常大的兴趣。 设正六边形的边长为
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, , 2a CC h A B C       ,下面先建立蜂巢的表面积S与 的函数关系。

设菱形 A B C O   的面积为 1S , 梯形 AA B B  的面积为
2S ,则蜂巢的表面积为

1 23 6S S S  , 由于 3A C AC a    , 从而不难求得,
2

2 2
1 2

3 cot , 3cot 1
2 4

aS a S ah     ，

故
2 2

29 cot 36 3cot 1, (0, )
2 2 3

a aS ah       

下面求S的最小值。令 cotx  ,则
2 2

29 3 16 3 1, ( , )
2 2 3
a x aS ah x x     

令
2 2 2 2

2 2 2

9 9 9 2 1 0
2 2 23 1 3 1( 3 1 )

dS a a x a x
dx x x x x


   

   

得唯一驻点 1
2

x  ,进一步可得当 1
2

x  时，S 最小，此时

1cot 55
2

arc   

由此可知，当
0 55  时，蜂巢的表面积最小。实际测量的 109 28   ，结果表明，

蜂巢的 角与上述计算所得的
0 55  非常接近，误差不超过1。结论：在蜂巢

容积一定的条件下，当
0 55  时，蜂巢的 表面积最小，即蜜蜂营造蜂巢所用的

材料(蜂蜡)最省，这个 结果与人们对蜂巢的实际观测是一致的，它告诉我们，

蜜蜂将 蜂房造成如此巧妙的结构，是为了节省材料，也使我们不得不 感叹，小

小蜜蜂真是一个“能工巧匠”!

案例 13 [版面设计]要求设计一张单栏的竖向的海报，它的印刷面积 128cm², 上

下空白各 2cm, 两边空白各 1cm, 如何确定海报尺寸可使四周空白面积为最小?

解：设印刷面积由从上到下长 x cm 和从左到右 y cm 构成，则 128xy  , 于是

四周空白面积为

4 1282 4 4 2 2 8, 0S x y x x
x


         

两边同时对 x求导，得

2
5122S
x

  

令 0S   得 16x  , 此时 8y  ,

又
3

1024 0, 0S x
x

     

所以当海报印刷部分为从上到下长 16cm,从左到右宽 8cm 时，可使四周空白面积

为最小。

案例 14 [最大利润]某资产管理公司以 4%的年利率获得贷款，而后又将此贷款贷



26

出去，以获取收益。假设能贷出的金额与贷出的利率的平方成反比(利率过高无

人借贷),问该公司贷出贷款的年利率为多少时资产管理公司所获利润最大?

解：设贷出贷款的年利率为 r , 则贷出贷款的金额为
2 ( 0)k k
r



资产管理公司所获利润
2 2

0.04( 0.04) k k kL r
r r r

   

由 0dL
dr

 得
2 3

0.08 0k k
r r

   , 解 得 0.08r 

因
3 (0.08 )dL k r

dr r
 

所以 0 0.08, 0, 0.08, 0dL dLr r
dr dr

    

0.08r  是极大值，也是最大值点，即年贷款利率为 8%r  时获利最大。

案例 15 [商品定价]设某商场以每双 100 元的价格购进一批皮鞋，假设此种

商品的需求函数 400 2Q P  (其中Q为需求量，P为销售价格，单位：元)。问

定价为多少时，才能获得最大利润?并求最大利润。

解：设总利润、总收入、总成本分别为 , ,L R C 所以 ( ) ( ) ( )L L P R P C P  

而 2(400 2 ) 400 2R PQ P P P P     ， 100 40000 200C Q P  

利润 22 600 40000L R C P P     

令 4 600L P    得 150P 

又 4 0L   

故 150P  元时，利润L最大。最大利润 (150) 5000L  元

即：将每双皮鞋定价为 150 元销售时，可获得最大利润 5000 元。

案例 16[公寓定价]富翁手里持有 100 套公寓要出租，当租金为每月 700 元， 公

寓会全部租出去。当租金每月增加 100 元时，就有一套公寓租不出去，而租出去

的房子每月需花 100 元整修维护费，试问房租定位多少，可获得最大收入。

解：设房租为 x元，其中 x =700,800,900 … 是 100 的整数倍。

则租出去的公寓套数为 700100
100
x 



每月总收入为 700( ) ( 100)(100 ) ( 100)(107 )
100 100
x xR x x x

     

用乘法求导公式得
1( ) (107 ) ( 100)( ) 108

100 100 50
x xR x x        

解得唯一驻点 x =5400。
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故每月每套租金 5400 元，能获得最大收入，最大收入为 280900 元。

若令 x =5300 或 5500,收入是 280800 元。可见炒房者手里房子很多的时候，可以

把租金或房价炒到奇高。

注：引申 1,若设富翁手里的公寓不是 100 套，而是a套。

则房租为 x元时，租出去的公寓套数为 700
100
xa 

 ，

每月总收入为
700( ) ( 100)( ) ( 100)( 7 )

100 100
x xR x x a x a

      

1( ) ( 7 ) ( 100)( ) 8
100 100 50
x xR x a x a          

解得唯一驻点 50( 8)x a  。

富翁的房子套数a越多，越敢提高房租 x 。所以炒房者手里房子越多，或者炒

房的人越多，房价涨得越高，远远超出老百姓承受能力，祸国殃民。

引申 2: 100 套都租出去，若提高房租 100 元，损失一套房租 700 元，但是可以

多获得租出去的那 99 套多交的房租 9900 元，所以富翁敢恣意涨价。请读者举

一反三，若房租每增加 100 元，就有 20 套房子租不出去，客人退房，试算算富

翁还敢不敢轻易提高房租。如果大家都不去买房与租房，手里有大量房子的炒房

者将会怎样?

案例 17 [资源的持续利用]鱼群是一种可再生资源，为保护鱼类资源不至于枯竭，

每年只能适当的进行捕捞。经实验和统计，已知鱼群的再生产曲线

( ) (1 )xf x rx
N

  (其中 x为当年鱼群的总重量， ( )f x 为第二年鱼群的再生产总重量，

r为鱼群的自然增长率且 1,r N 是自然环境下所能负荷的最大鱼群数量)。设某

水库最多可养鱼 10 万千克，若鱼量超过 10 万千克，由于缺少氧气和食物， 鱼

群会大范围死亡。根据经验鱼群年自然增长率为 4,求每年合理的捕捞量。

解：设每年的捕捞量为 ( )h x , 则第二年捕捞后的鱼群总量为 ( ) ( )f x h x

为了保证鱼群总量为某一水平值 x , 即 ( ) ( )x f x h x 

所以 ( ) ( ) (1 )xh x f x x rx x
N

    

即 2( ) ( 1) rh x r x x
N

  

又∵ 4, 10r N  万千克

∴ 2( ) 3 0.4h x x x 
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令 ( ) 3 0.8 0h x x    ，得 3.75x 

又 ( ) 0.8 0h x    ，得 3.75x  时， ( )h x 为极大值，也为最大值，且 (3.75) 5.625h  。

即：前一年鱼群数量为 3.75 万千克时，本年的捕捞量为 5.625 万千克较为合理。

案例 18 [最大输出功率] 设在电路中，电源电动势为 E，内阻为 r(E，r 均为常

量)，问负载电阻 R多大时，输出功率 P最大？

解： 消耗在电阻 R上的功率为 2P I R ，其中 I 是回路中的电流，由欧姆定律

知
EI
R r




，所以
2

2 (0 )
( )
E RP R
R r

   


.

要使 P最大，应使 0dP
dR

 ，即

2 2 2 2

4 3

( ) 2 ( ) ( ) 0
( ) ( )

dP E R r E R R r E r R
dR R r R r

   
  

 

解之得 R r ， 此 时，
2

4
EP
R

 ．

由于此闭合电路的最大输出功率一定存在，且在  0,  内部取得，所以必在 P的唯一驻

点R r 处取得．因此，当 R r 时，输出功率最大为
2

4
EP
R

 ．

第6节 高阶导数

案例 1 [刹车测试] 在测试一汽车的刹车性能时发现，刹车后汽车行驶的距离（单

位：m）与时间 t (单位：s)满足 319.2 0.4s t t  ．

假设汽车作直线运动，求汽车在 4t  s时的速度和加速度．

解: 汽车刹车后的速度为 3 2(19.2 0.4 ) 19.2 1.2dsv t t t
dt

     ( /m s )，

汽车刹车后的加速度为 2(19.2 1.2 ) 2.4dva t t
dt

     （
2/m s ），

4t  s时，汽车的速度为 2
4(19.2 1.2 ) 0t

dsv t
dt     （m/s），

4t  s时，汽车的加速度为 42.4 9.6t
dva t
dt      （

2/m s ）.

案例 2 [水量增加量] 如果一个容器中的水量W随着时间的增加而增加，但增加

量越来越小，则
dW
dt

、

2

2

d W
dt

的正、负符号分别为什么？
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解: 因为水量W随着时间的增加而增加，所以 0dW
dt

 ，但因为增加量越来越小，

所以
2

2 0d W
dt

 ．

案例 3 [通货膨涨] 设函数 ( )p t 表示某种产品在时刻 t的价格，则在通货膨涨期

间， ( )p t 将迅速增加．请用 ( )p t 的导数描述以下叙述：

(1)通货膨涨仍然存在；

(2)通货膨涨率正在下降；

(3)在不久的将来，物价将稳定下来．

解: (1) ( ) 0p t  表示产品的价格在上升，即通货膨涨仍然存在；

(2) ( ) 0p t  表示通货膨涨存在， ( ) 0p t  表示通货膨涨率正在下降；

(3) ( ) 0p t  表示产品的价格不再上升，即物价将稳定下来．

案例 4 [股票曲线] 假设 ( )P t 代表在时刻 t某公司的股票价格，请根据以下叙述

判定 ( )P t 的一阶、二阶导数的正、负号．

（a） (b)

(1) 股票价格上升得越来越快；

(2) 股票价格接近最低点；

(3) 图(a)所示为某种股票某天的价格走势曲线，请说明该股票当天的走势．

解: （1）股票价格上升得越来越快，一方面说明股票价格在上升，即 0dP
dt

 ，

另一方面说明上升的速度也是单调增加的，即
2

2 0d P
d t

 ， 如图(b)所示．

（2）股票价格接近最低点时，应满足 0dP
dt

 ．

（3）从图(a)所示的某股票在某天的价格走势曲线可以看出，此曲线是单调上升

且为凸的，即 0dP
dt

 ，且

2

2 0d P
d t

 . 这说明该股票当日的价格上升得越来越慢．

案例 5[桥梁的曲率] 若某一桥梁的桥面设计为抛物线，其方程为 2y x ，求它在
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点 (1,1)M 处的曲率．

解: 由 2y x  ， 2y  ，得 1 2xy   ， 1 2xy   ，代入曲率公式，得

3 3
2 2 2

(1,1)

2 2 5
25(1 ) 5

yK
y


  



案例 6 [比较弧形弓件的弯曲程度] 设有两个弧形弓件 A、 B，弓件 A满足曲线

方程 3y x ，弓件B满足曲线方程 2y x ，试比较两个弓件在 1x  处的弯曲程度．

解: 弓件 A在 1x  处 2
1 13 3x xy x    ， 1 16 6x xy x    ，其曲率为

1 3 3
2 2 2

(1,1)

6 3 10 0.1897
50(1 ) 10

yK
y


   



弓件 B在 1x  处， 1 12 2x xy x    ， 1 2xy   ，其曲率为

2 3 3
2 2 2

(1,1)

2 0.1789
(1 ) 5

yK
y


  



所以，在 1x  处弓件 A的弯曲程度大些．

案例 7 [弧形工件的加工]设某工件内表面的截线为抛物线 20.4y x ，现在要用

砂轮磨削其内表面，问用直径多大的砂轮才比较合适？(提示：在磨削弧形工件

时，为了不使砂轮与工件接触处附近的那部分工件磨去太多，砂轮的半径应不大

于弧形工件上各点处曲率半径中的最小值.已知抛物线在其顶点处的曲率最大.)

解: 由于抛物线在其顶点处的曲率半径最小，因此，只要求出抛物线 20.4y x 在

其顶点 (0, 0)O 处的曲率半径.由 0.8y x  ， 0.8y 

有 0 0xy   ， 0 0.8xy   .

将其代入曲率计算公式，得 0.8K 

因而求得抛物线顶点处的曲率半径
1 1.25
K

  

所以选用砂轮的半径不得超过 1.25 单位长，即直径不得超过 2.5 单位长.
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第7节 误差

案例 1 [绝对误差] 设已测得一根圆柱的直径为 43cm，并已知在测量中绝对误差

不超过 0.2cm，试用此数据计算圆柱的横截面面积所引起的绝对误差与相对误

差． （注： 若某个量的准确值为 x，它的近似值为 *x ，称 *x x x   为 *x 的

绝对误差．当 0x  时，称
*

*
x x
x


为 *x 的相对误差．）

解: 圆柱的横截面的直径 43D  cm，直径的绝对误差 0.2D  ，圆柱的横截

面面积的近似值为

2 21 1 43 462.25
4 4

A D      ( cm2)．

由D的测量误差 D 所引起的面积 A的计算误差 A ，可用微分 dA来近似计算，

即

1 1 43 4.3
2 2

A dA D D D         

所求绝对误差为

4.3A dA    （cm2）

所求相对误差为
2

1
0.22 2 2 0.93%1 43

4

D DA dA D
A A DD





   
      



案例 2 [计算 e的近似值] 计算 e的近似值，误差不超过 410 ．

解: 由
2

1
2! !

n
x x xe x

n
      

令 1x  ，有
0

1 1 11 1
2! ! !n

e
n n





       

取前 n项 1 11 1
2! ( 1)!

e
n

    




则误差要求为
43 10

( 1)! ( 1)!n
er
n n


  

 

得 7n  ，
4

7
1 10
8!

r   ，则 2.7183e 
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第8节 微分中值定理的工程背景

案例 [定理的工程背景]拉格朗日中值定理：

( )f x 在闭区间[ , ]a b 上连续，在开区间 ( , )a b 内可导，则在开 区 间 ( , )a b 内

至 少 存 在 一 点 , 使 得 ( ) ( ) ( )( )f b f a f b a   。

拉格朗日中值定理工程背景是：(1)如果把 ( )y f x 看成是质点作变速直线运

动的位置函数，那么拉格朗日中值定理所 揭示的是质点在时间段[ , ]a b 上的平

均速度恰好可以用时间段[ , ]a b 内部某一时刻的瞬时速度来表示；(2)如果把

( )y f x 看 成是电流通过某一导线横截面的电量，x 表示时间，那么拉格 朗

日中值定理表示在b a 这段时间内通过导线的平均电量(电 流强度)恰好可以

用时间段[ , ]a b 内某一时刻的瞬时电流强度来 表示；(3)如果把 ( )y f x 看成

是变力沿直线所做的功， x表 示位移，那么拉格朗日中值定理表示在位移长度

为b a 时的平 均功率恰好可以用 ( , )a b 内某一点的瞬时功率来表示。

柯西中值定理：

( ), ( )f x g x 在闭区间[ , ]a b 上连续， ( ), ( )f x g x 在开区间 ( , )a b 内可导，在开

区间 ( , )a b 内 ( )f x 与 ( )g x 至少有一个不为0(不妨设 ( ) 0g x  ),则在开区间

( , )a b 内至少存在一点 ,使得

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
f b f a f
g b g a g








拉格朗日中值定理工程背景是：如果把 ( )x f t 和 ( )y g t 都看成是质点作变

速直线运动的位置函数，那么柯西中值定理所揭示的是质点在时间段[ , ]a b 上的

平均速度之比恰好等于时间段[ , ]a b 内某一时刻 的瞬时速度之比来表示。
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第三章 定积分

第1节 求总量

案例 1 [物体的运动路程] 以速度 2( ) 2v t t (米/秒)行驶的汽车在 0t  秒到 4t 

秒行驶的路程为
4 2

0
2s t dt 

案例 2 [水箱积水] 设水流到水箱的速度为 ( )r t 升／分钟，问从 0t  到 2t  分钟

这段时间内水流入水箱的总量W是多少？

解: 第一步 在[ , ]t t 时间段内，“以常代变”，将水的流速视为匀速的，得水量微

元 ( )dW r t dt ．

第二步 以 ( )r t dt为被积表达式，在时间段[0, 2]内积分，得 0t  到 2t  分钟这段

时间内水流入水箱的总量W
2

0
( )W r t dt 

案例 3 [电容器充电时电量的计算]右图所示的电路，当开关 K 合上时，电源 E

就对电容器 C充电，计算经过时间 T后，电容器极板上积累的电量 Q是多少？

解: 电量微元为 ( )dQ i t dt

由微元法，在[0,T]时间段极板上积累的电量为

0
( )

T
Q i t dt 
案例 4 [稀土矿收入]一个专门出产稀土的资源枯竭型城市，每个月产 60 吨稀土，

5年后稀土资源将开采殆尽。从现在开始 t个月后，稀土价格趋势是每吨

( ) 24000 0.5P t t  (元)

稀土资源很紧俏， 一产出就会立即售出，问这个稀土矿城市直到稀土开采完毕，

总共可得到多少收入(元)?

解：令 ( )R t 表示从现在开始到 t个月时的收入，则每月的收入是 ( )R t ,每月

收入等于当月每吨稀土价格 ( )P t 乘以当月售出稀土吨数。因此

( ) 60(24000 0.5 )R t t  

此 题 实 际 上 已知 ( )R t 的 变 化 率 ， 求 ( )R t 本 身 ， 用 定 积分 即 可 。

3 3
2 2

0

1( ) 60(24000 0.5 ) 60(24000 ) 1440000 20
3

t
R t t dt t t t t     

由于该城市稀土资源将在第 60 个月枯竭，于是从现在开始到第 60 个月的总
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收入是
3
2(60) 1440000 60 20 60 86409295.2R      ( 元 )

注：本题可用微分方程，不定积分，带入初始条件得函数。

案例 5 [货物储存]一个生鲜食品公司的货物要存在冷库里，每天给冷库支付租

金或保管费。费用与货物的库存量有关。公司在每个月第一天会收到 900 吨水果，

存入冷库。每天以一定的比例发货给零售商。已知到货后的 x天， [0,30]x ,公

司的库存量是 ( ) 900 30 30f x x  (吨)。一吨水果的保管费是 50 元，问该公司

这个月要支付总的保管费，以及平均每天要支付的保管费。

解：首先算出这个月 30 天的总的库存量。

30

0
(900 30 30 ) 9000x dx  吨

每天平均库存量是 9000 300
30

 吨

总的保管费 9000×50=450000 元，每天平均保管费是 300×50=15000 元

案例 6 [心脏供血]心脏收缩压出血液，流向全身，压出血液的速率： ( )V t (升/

秒)可用下面函数描述：

2sin 0
2( )

0
2

TA t t
TV t

T t T

        
  

,其中时间 t (秒)从一次压

出血液开始时计算， A是最大的压出血液速率，周期T 为一次心跳所需的时间

(秒),分段函数的意义是一个周期T 内，前半段时间压出血液，后半段时间没压

出血液。

在时间段 1 2[ , ]t t 上，其中
1 2[ , ] [ , ],

2
t t kT kT k Z

   ,所压出血液量就是

2

1

( )
t

t
V t dt 。试求每次心跳压出的血液量，以及每小时压出的血液量。

解：当0
2
Tt  , ( ) 0V t  ,表示压出血液，所以压出血液量为

2
0

2( ) sin
T ATV t A t dt

T



   
  (升)

一小时内心跳次数 3600
T

一小时内心脏压出血液量是 3600 3600AT A
T 

  ( 升 )
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案例 7 [船的载重]船的最大载重：此题船型容器里放置液体 A ,容器浮在液体B
里，问容器里的液体 A的最大深度是多少?(或最大体积，或最大质量)。

一个密度为 325 10
19

 (kg/m³)的容器，内壁面是
2

1
10
xy   绕 y轴旋转所得，

外壁面是
2

10
xy  绕 y轴旋转所得，容器外高 10m。把它铅直的悬浮在水中，水密

度是 31 10 (kg/m³), 容器内注入 密度为 33 10 (kg/m³)的溶液，要保持容器不沉

没，可注入容器的溶液最大深度是多少。

(1)容器体积是

10 10

1 0 0
(10 ) (10 1) 95V y dy y dy       (m³)

容器质量是

3 3
1

2595 10 125 10
19

M       (kg/m³)

(2)容器内盛放的溶液最大深度h,

溶液体积为
1 2

2 1
(10 10) 5

h
V y dy h 


   (m³)

溶液质量为 2 3 2 3
2 5 3 10 15 10M h h      (kg)

(3)容器最大排水体积是
10

3 0
(10 ) 500V y dy   (m³)

容器的最大排水量，与最大浮力是 3
3 500 10M   (kg)

(4)容器溶液不沉入水底，必须满足

1 2 3,M M M  3 2 3 3125 10 15 10 500 10h       ,

解出 5h  m。容器内溶液最大深度是 5m,再多溶液就使容器沉入水底。

第2节 微积分基本公式

案例 1 [自由落体运动] 一物体在地球引力的作用下开始作自由落体运动，重力

加速度为 g． (1) 求物体运动的速度方程和运动方程．

(2) 如果一只球从一幢高楼的屋顶掉下20s落地，求此屋的高度．

解: （1）由于物体只受地球引力的作用，由加速度与速度的关系，有
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dva g
dt

  ，且 0t  时， 0v  ， 积分后得 v gdt gt C   ，

将 (0) 0v  代入上式，得 0C  ，故作自由落体运动的物体的速度方程为 v gt ，

又由
dsv gt
dt

  ，积分得 21
2

s gtdt gt C   ，

将 (0) 0s  代入上式，得 0C  ，即自由落体的运动方程为 21
2

s gt ．

（2）因球作的是自由落体运动，所以它满足运动方程 21
2

s gt ，将时间 20t  代

入上式，可得屋顶距地面 的高度 h为 21 20 200
2

h g g   ，

如果取重力加速度 29.8 /g m s ，可得此幢楼的高度为 1960h  (m)．

案例 2 [运动方程] 已知一物体作直线运动，其加速度为 212 3sina t t  ，且当

0t  时， 5v  ， 3s  ．

(1) 求速度 v与时间 t的函数关系；

(2) 求路程 s与时间 t的函数关系．

解: (1)由速度与加速度的关系 ( ) ( )v t a t  知速度 ( )v t 满足

2( ) ( ) 12 3sinv t a t t t    ，且 (0) 5v 

求不定积分，得 2 3( ) (12 3sin ) 4 3cosv t t t dt t t C      ，

将 (0) 5v  代入上式，得 2C  ．所以 3( ) 4 3cos 2v t t t  

(2)由路程与速度的关系 ( ) ( )s t v t  ，知路程 ( )s t 满足

3( ) ( ) 4 3cos 2s t v t t t     ，且 (0) 3s 

求不定积分，得 3 4( ) (4 3cos 2) 3sin 2s t t t dt t t t C      
将 (0) 3s  代入上式，得 3C  ．所以 4( ) 3sin 2 3s t t t t    .

案例 3 [汽车刹车路程] 一辆汽车正以 10m/s 的速度匀速直线行驶，突然发现一

障碍物，于是以 21 /m s 的加速度匀减速停下，求汽车的刹车路程.

解: 因为 ( ) 1v t a    ，两边从 0t  到 t时刻积分
0 0

( ) ( 1)
t t
v t dt dt   

得 ( ) (0)v t v t  

即 ( ) (0) 10v t v t t   
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当汽车速度为零，即 ( ) 10 0v t t   时，汽车停下，解出所需要的时间为 10t  s,

再由速度与路程之间的关系，得汽车的刹车路程为

10 10 2

0 0

10
( ) (10 ) (10 0.5 ) 50

0
s v t dt t dt t t       （m），

即汽车的刹车路程为 50m．

由此方法可知，若物体作匀加速直线运动，初速度为 0v ，加速度为 a，则其速度

方程为 0( )v t v at  ，

运动方程为 2
0

1
2

s v t at  .

案例 4 [磁场能量] 在电压和电流关联参考方向下，电感元件吸收的功率为

dip ui Li
dt

  , 在 dt 时 间 内 ， 电 感 元 件 在 磁 场 中 的 能 量 增 加 量 为

dW pdt Lidt  ,

电流为零时，磁场亦为零，即无磁场能量；当电流从 0增大到 i时，电感元件储

存的磁场能量为 2

0

1
2

i
W Lidt Li  由此可见，磁场能量只与最终的电流值有关，

而与电流建立的过程无关．

案例 5 [电流函数] 一电路中电流关于时间的变化率为 24 0.6di t t
dt

  ，若 0t  时，

2i A ，求电流 i关于时间 t的函数．

解: 由 24 0.6di t t
dt

  ，求不定积分得 2 2 3( ) (4 0.6 ) 2 0.2i t t t dt t t C     ，

将 (0) 2i  代入上式，得 2C  ，所以 2 3( ) 2 0.2 2i t t t   ．

案例 6 [结冰厚度] 池塘结冰的速度由
dy k t
dt

 给出，其中 y是自结冰起到时刻

t (单位：h)冰的厚度（单位：cm），k是正常数，求结冰厚度 y关于时间 t的函数．

解: 由
dy k t
dt

 ，求不定积分得
3
22( ) ( )

3
y t k tdt k tdt k t C     ，

其中 0t  开始结冰，此时冰的厚度为 0，即有 (0) 0y  ，代入上式，得 0C  ，

所以
3
22( )

3
y t t ．
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案例 7 [收入预测] 中国人的收入正在逐年提高．据统计，深圳 2002 年的年人

均收入为 21914 元(人民币),假设这一人均收入以速度 ( ) 600 (1.05) tv t   (单位：

元/年)增长，这里 t是从 2002 年年底开始算起的年数，估算 2009 年深圳的年人

均收入是多少？

解: 因为深圳年人均收入以速度 ( ) 600 (1.05) tv t   (单位：元/年)增长，因

( )dR v t
dt

 ,由变化率求总改变量的方法，得从 2003 年到 2009 年这 7年间年人均

收入的总变化为

7 7

0 0

7(1.05)600 (1.05) 600 (1.05) 600 5006.3
0ln1.05

t
t t t

R dt dt
t
 

       
  (元) ．

所以，2009 年深圳的人均收入为 21914+5006.3=26920.3(元) ．

案例 8 [福岛核辐射]相关链接：2011 年 3 月日本大地震中，福岛第一核电站 1

号反应堆所在建筑物爆炸后，日本政府 13 日承认，在大地震 中受损的福岛第一

核电站 2 号机组可能正在发生“事故”,2 号机组的高温核燃料正在发生“泄漏

事故”。该核电站的 3 号 机组反应堆面临遭遇外部氢气爆炸风险。目前，共有

21 万人 正紧急疏散到安全地带。受到福岛第一核电站核事故影响，福 岛县持

续避难的居民人数最多。有些居民在大地震发生 2年后 死亡。福岛县统计显示，

截至 2014 年 2 月 26 日，该县因地震灾害相关的死亡人数达到 1664 人，已超过

地震和海啸直接造 成的遇难人数。

2011 年“3 · 11”日本大地震导致了福岛核辐射事件，引 起全世界的强

烈关注，相关单位对该事件进行调查，监测结果 显示，出事当天，放射性物质

碘导致大气辐射水平是可接受的 最大限度的 4 倍。于是日本政府下令让福岛当

地居民立即撤离这一地区。已知该放射源的辐射水平衰减程度满足下式：

0.04
0( ) tM t M e

其中， ( )M t 是 t时刻的辐射水平(单位：mR/h)(mR 为毫化琴), 0M 是初始辐射水

平( 0t  ), t按小时计算。问：

(1)该地核辐射水平要下降到可接受的程度大约需要多长时间?

(2)假设可接受的辐射水平的最大限度为0.6mR/h,那么从出事到降低到该最

大限度时已经泄漏到大气中的放射物总量是多少?

解：(1)设该地核辐射水平要下降到可接受的程度大约需要T 小时，此时辐
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射水平降低到
0

1
4
M , 于是有

0.04
0 0

1( )
4

tM t M e M 

于是求得 250ln 4 346.6T   (h)

(2)若可接受的辐射水平的最大限度为 0.6mR/h,则 0 2.4M 

放射源从 t =0 到 250ln4 这段时间泄漏出去的放射物总量为

250ln 4 250ln 40.04 0.04

0 0
2.4 600 ( 0.04 ) 450t tW e dt e d t       (mR)

案例 7 [传染病传播]某城市正在遭受某种传染病的威胁，据研究传染病流

行期 间，第 t天人们被传染后患病的人数为 260s t t  ,求该传染病在第 t天的传

播速度?何时患病人数最多?最后共有多少人患病?

解：该传染病在第 t天的传播速度

60 2 ( 0)dsv t t
dt

   

令 0ds
dt

 , 得驻点 t =30。

2

2 2 0d s
dt

  

得 t =30 为极大值点，极大值点唯一，所以也为最大值点，

最大值 2
3030 60 900ts t t   （ ）（ ）

令 0s  ,得 60t  ,即当传染病开始传染 60 天后患病人数为 0。

60 天内患病总人数

360 2 2

0

60
60 (30 ) 3600

03
tQ t t dt t    （ )

案例 9 [石油消耗]近年来世界范围内每年的石油消耗率呈指数增长，增长指数

大约为 0.07。据统计，2002 年我国石油消耗量大约为 2.39 亿吨。设 ( )X t 表示

从 2002 年起第 t年的石油消耗量。已知 0.07( ) 2.39 tX t e (亿吨),计算从 2002 年到

2012 年间石油消耗的总量。

解：设 ( )R t 表示从 2002 年( t =0) 起到第 t年石油消耗的总量。 ( )R t 就是石

油消耗率，即 ( ) ( )R t X t  。 于是由变化率求总改变量，得
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10 10 10 0.07

0 0 0
(10) (0) ( ) ( ) 2.39 tT T R t dt X t dt e dt     

10 0.07 0.07

0

102.39 2.390.07 = 4.79
00.07 0.07

t te d t e  （ ） (亿吨)

案例 10 [铬寿命]1970 年，世界范围内的铬的开采量大约是 185 万吨，而已 探

明的铬的世界储量大约是 77500 万吨。按每年开采量不变的 标准，已知储量大

约可供使用 420 年。然而铬的世界消费率每年呈指数增长，在 1970 年年初，增

长指数大约为 0.026。问：(1)如果铬的利用率按指数增长，已探明的铬储量大

约能维持多少年? (2)如果铬的储量增加继续探明，使总储量变为原来的五倍，

又能维持多少年?

解 ：( 1 ) 设从 1970 年起第 t年铬的消费量为 0.026( ) 185 tf t e (万吨),

则从第一年到第 1T 年的消耗总量为

1
10.0260.026

1 0
( ) 185 7115( 1)

T TtF T e dt e  
当 1T =95 时 ， (95) 77500F  。

即 1970 年探明的铬储量预计能维持到 2060 年。

(2)当总储量变为原来的 5倍时，即总储量为 387500 万吨时，

2
20.0260.026

2 0
( ) 185 7115( 1)

T TtF T e dt e  
当 2T =154 时 ， (154) 387500F  。

即全世界的铬储量预计能维持到 2124 年。

案例 11 [选择问题]对于一个正常运转的企业，在经营过程中资金的收入与支出

总是频繁的、间断的发生。但在进行经济分析的过程中， 一般将其看作连续发

生的，称其为收入流或者支出流。

若企业在[0, ]T 时间区间内，在时刻 t收入流的变化率为 ( )f t (元/年或者月/

年等),银行年利率为 r 。为了计算某笔款项的现值或者终值，可用以下步骤进

行分析处理：

(1)分割：可把区间[0, ]T 平均分割成n个长度为 kt 的子区间。

(2)近似：在 kt 时间段内，收入的近似值为 ( )k kf t  ,相应的收入的现值为

( ) kr
kf te   , 其中 k 属于第k 个子区间 kt 内的任意一点。
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(3)求和：
1

( ) k

n
r

k k
k
f e t 





(4)取极限：总收入的现值

0
1

lim ( ) ( )k

n Tr rt
kn k

V f e t f t e dt  




   

同理可得总收入的终值 ( )

0
( )

T T t rV f t e dt 
总支出的现值与总收入的现值计算方式相同，总支出的终值与总收入的终值

计算方式相同。

某工厂为了扩大生产量，需要增加一套机器设备，其使用 寿命为 10 年。如

果购置此套设备需支付 60 万元。(银行的年利率为 5%)

(1)如果租用此设备每年需要支付租金 96000 元。请问购买设备与租用设备

那种方式更好?

(2)如果企业购买了设备，并以 15 万元/年的速度收回成本，试计算该投资

收入的现值和投资成本回收期。

解：(1)由题意可知， ( ) 9.6f t 

可得 10 年的租金支出的现值

10 0.05

0 0
( ) 9.6

T rt tV f t e dt e dt   

0.05 0.510
20 9.6 192 (1 ) 76

0
te e       

而购置此设备只需现值一次性支付 60 万元，故购买设备更好。

(2)由题意可知， ( ) 15f t 

可得 10 年的投资收入的现值

10 0.05

0 0
( ) 15 118

T rt tV f t e dt e dt    
设投资成本回收期为 年，则有 0.05

0
15 60te dt

  
即 0.05300(1 ) 60e  

20ln 0.8 4.5   

故该投资成本的回收期约为 4.5 年。
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第3节 换元积分法

案例 1 [石油消耗量]近年来，世界范围内每年的石油消耗率呈指数增长，增长

指数大约为 0.07．1970 年初，消耗量大约为 161 亿桶．设 ( )R t 表示从 1970 年起

第 t年的石油消耗率，已知 0.07( ) 161 tR t e  （亿桶）．试用此式计算从 1970 年到

1990 年间石油消耗的总量．

解: 设 ( )T t 表示从 1970 年（ 0t  ）起到第 t年石油消耗的总量． ( )T t 就是石油

消耗率 ( )R t ，即 ( ) ( )T t R t  ，于是由变化率求总改变量得

20 20 20 0.07

0 0 0
(20) (0) ( ) ( ) 161 tT T T t dt R t dt e dt       ，

在基本积分公式中，只有积分公式 t te dt e C  ，如果将
20 0.07

0
161 te dt 的积分微

元凑成 0.07d t，则有
20 200.07 0.07

0 0

1161 161 0.07
0.07

t te dt e d t    ，

令 0.07u t , 积分变为
20 1.40.07

0 0

161161
0.07

t ue dt e du   ，

这时，用公式 u ue dt e C  ，得

20 20 1.40.07 0.07

0 0 0

1.4161 161 161161 0.07 7027
00.07 0.07 0.07

t t u u te dt e d t e du e
t


    
   (桶) ．

案例 2 [太阳能能量] 某一太阳能的能量 f 相对于太阳能接触的表面面积 x的变

化率为
0.005

0.01 1
df
dx x




，如果当 0x  时， 0f  ．求出 f 的函数表达式．

解: 对
0.005

0.01 1
df
dx x




积分，得

0.005 0.005 1 1(0.01 1) 0.5 (0.01 1)
0.010.01 1 0.01 1 0.01 1

f dx d x d x
x x x

     
     ，

令 0.01 1u x  ，得
10.5 0.5 2f du u C u C
u

      ，

将当 0x  ，即当 1u  时， 0f  ，代入上式，得 1C   ．所以 0.01 1 1f x   ．

案例 3 [商品销售量] 某种商品一年中的销售速度为

( ) 100 100 sin(2 )
2

v t t     ,

( t的单位：月；0 12t  )，求此商品前 3个月的销售总量．
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解: 由变化率求总改变量知商品在前 3个月的销售总量 P为

3

0
100 100 sin(2 )

2
P t dt      

3 3

0 0

1100 100 sin(2 ) (2 )
2 2 2

dt t d t  


      

3 3100100 cos(2 ) 300
0 02 2

t t
t t
t t




             
．

因为未进行变量代换，所以定积分的上、下限不变．

案例 4 [电路中的电量] 设导线在时刻 t (单位：s)的电流为 2( ) 0.006 1i t t t  ，

求在时间间隔[1, 4]s 内流过导线横截面的电量 ( )Q t (单位：A)．

解: 由电流与电量的关系
dQi
dt

 得在[1, 4]秒内流过导线横截面的电量Q为

34 42 2 2 2 2
1 1

4
0.006 1 0.003 1 ( 1) [0.002( 1) ] 0.1345

1
t

Q t t dt t d t t
t


       
  (A)

案例 5 [放射物的泄漏] 环保局近日受托对一起放射性碘物质泄漏事件进行调查，

检测结果显示，出事当日，大气辐射水平是可接受的最大限度的四倍，

于是环保局下令当地居民立即撤离这一地区，已知碘物质放射源的辐射水平是按

下式衰减的： 0.004
0( ) tR t R e ，其中 R是 t时刻的辐射水平（单位：mR/h）， 0R 是

初始（ 0t  ）辐射水平， t按小时计算

(1)该地降低到可接受的辐射水平需要多长时间？

(2)假设可接受的辐射水平的最大限度为 0.6 mR/h，那么降低到这一水平时已经

泄漏出去的放射物的总量是多少？(mR:毫伦琴)

解: (1) 设该地降低到可接受辐射水平需要 1t 小时，此时辐射水平为 0
1
4
R ．于是

有 0.004
1 0 0

1( )
4

tR t R e R  ，

解 得 1 500ln 2 346.6t   (h)，即需要约 346.6h．

(2) 若可接受辐射水平的最大限度为 0.6 mR/h，则 0 2.4R  ，放射源从 0t  到

500ln 2t  这段时间泄露出去的放射物总量W为

file:///C:/Mywebs/Example/Main
file:///C:/Mywebs/Example/Main
file:///C:/Mywebs/Example/Main


44

500ln 2 500ln 20.004 0.004

0 0

500ln 2 0.004 0.004

0

12.4 2.4 ( ) ( 0.004 )
0.004

500ln 2
600 ( 0.004 ) 600( ) 450 ( )

0

t t

t t

W e dt e d t

t
e d t e mR

t

 

 

   


     



 



第4节 分部积分法

案例 1[新井的石油产量] 工程师们预计一个新开发的天然气新井在开采后的第

t年的产量为： 6( ) 0.0849 10tP t te  (m3)，试估计该新井前 4年的总产量．

解: 在[ , ]t t t  时间段内，天然气的产量（产量微元）为 ( )dP P t dt ，

该新井前 4年的总产量为

4 4 4 4

0 0 0 0
( ) 0.0849 0.0849 0.0849 ( )t t t tP P t dt te dt te dt t e de          

4 6 3

0

4
0.0849( ) ( ) 0.0771 10 ( )

0
t tte e d t m       ．

案例 2 [电能] 在电力需求的电涌时期，消耗电能的速度 r可以近似地表示为

tr te （ t单位：h）．求在前两个小时内消耗的总电能 E (单位：J)．

解: 由变化率求总改变量得

2 2 2

0 0 0
( )t tE rdt te dt t de      

2 2

0

2 2
( ) ( ) 2 0 ( ) 0.594 ( )

0 0
t t tte e d t e e J            ．

案例 3 [石油总产量] 经济学家研究一口新井的原油生产速度 ( )R t ( t的单位：

年)为 ( ) 1 0.02 sin(2 )R t t t  ，求开始 3年内生产的石油总量．

解: 设开始 3年内生产的石油总量为W，由变化率求总改变量得

3 3

0 0

0.01[1 0.02 sin(2 )] 3 [cos(2 )]W t t dt td t 


    

3

0

3 30.01 0.01 sin(2 )3 [ cos(2 ) cos(2 ) 3 [3 0 ] 3.0095
0 02

tt t t dt  
  

       ．

案例 4 [污染] 某工厂排出大量废气体，造成了严重空气污染，于是工厂通过减

产来控制废气的排放量，若时刻 t（单位：年）废气的排放量为 2

20ln( 1)( )
( 1)

tC t
t





，

求该厂在 0t  到 5t  年间排出的总废气量．
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解: 因为该厂在第[ , ]t t t  排出的废气量（废气量微元）为
2

20ln( 1)
( 1)

tdW dt
t





，

所以该厂在 0t  到 5t  年间排出的总废气量为

5 5 5

20 0 0

520ln( 1) 1 20 120 ln( 1) ( ) [ ln( 1)] 20 ln( 1)
0( 1) 1 1 1

tW dt t d t d t
t t t t


        

     

5

20

520 1 20 1ln 6 20 ln 6 20 10.6941
06 ( 1) 6 1

dt
t t

          

案例 5 [污染处理]某工厂装备陈旧，排放大量废气给环境带来严重污染。在环

保部门的监督下，强制改造废气处理装备，若时刻 t（单位：年）废气的排放量

为
2

10ln( 1)( )
( 1)

tQ t
t





(万立方米),求该厂在 5年内的年平均排放量?

解：该工厂在改造装置后 5年内的年平均排放量为

5 5

20 0

1 10ln( 1) 12 ln( 1)
5 ( 1) 1

tQ dt t d
t t


   

  

5 5

20 0

51 1 ln 6 12ln( 1) 2 ( 1) 2
01 1 3 ( 1)

5ln 6 2 ln 6 1 2 1.07
03 1 3 3

t d t dt
t t t

t

       
  

       


 

即该工厂在改造装置后 5年内的年平均排放量为 1.07 万立方米。

案例 6 [新井产量]我国某地区新开发了一 口天然气新井，工程师们预测在开采

后的第 t年，该井天然气产量为 6( ) 0.06 10tq t te  (m³)。试估计该新井在前 5 年

的总产量。

解：在[ , ]t t t  时间段内，天然气产量的微元为 ( )dQ q t dt

该新井前 5年的总产量为

5 5 5 6

0 0 0
56

0

( ) 0.06 10

0.06 10

t

t

Q dQ q t dt te dt

te dt





   

  

  


6 5 60.06 10 [ 5 ] 4.488 10te e        (m³)
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第5节 平面图形的面积

案例 1[窗户面积] 某一窗户的顶部设计为弓形，上方曲线为一抛物线，下方为

直线，求此弓形的面积．

解: 建立直角坐标系．设此抛物线方程为 22y px  ，因它过点 (0.8, 0.64) ，所

以
1
2

p  ，即抛物线方程为 2y x  ．此图形的面积实际上为由曲线 2y x  与直

线 0.64y   所围成图形的面积，面积微元为 2[ ( 0.64)]dS x dx   

面积为
0.8 2 3 2

0.8

0.82[ ( 0.64)] ( 0.64 ) 0.683 ( )
0.83

S x dx x x m


       


所以窗户的面积为 0.683 平方米．

案例 2 [游泳池的表面面积] 一个工程师正用 CAD（computer-assisted desigen

计算机辅助设计）设计一游泳池，游泳池的表面是由曲线 2 2

800
( 10)

xy
x




, 8x  以

及 20.5 4y x x  围成的图形，如右图所示，求此游泳池的表面面积．

解：解联立方程组

2 2

2

800
( 10)
0.5 4

xy
x

y x x

  
  

得两条曲线的右交点(0,0)，左交点的横坐标大于 8．于是，面积微元为

2
2 2

800 (0.5 4 )
( 10)

xdA x x dx
x

 
    

此游泳池的表面面积为

8 8 2
2 20 0

8 2 3 2 3 2 2
2 2 20

800 (0.5 4 )
( 10)

8 8 8400 1 400 1( 10) ( 2 ) ( 2 ) 77.26 ( )
0 0 0( 10) 6 10 6

xA dx x x dx
x

d x x x x x m
x x
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第6节 立体的体积

案例 1 [喇叭体积] 一喇叭可视为由曲线 2y x 、直线 1x  以及

x轴所围成的图形绕 x轴旋转所成的旋转体，如右图所示．求此

旋转体的体积．

解: 在[0,1]上任取一点 x，此旋转体的体积微元可近似地视为

以 ( )f x 为半径的圆为底（即以面积为 2( ) [ ( )]A x f x 的圆为底）

的柱体，从而体积微元为 2 2( )dV x dx ,

所求旋转体的体积V 为
1 2 2 5

0

11 1( ) ( )
05 5

V x dx x    

案例 2 [机器底座的体积] 某人正在用计算机设计一台机器的底座，它在第一象

限的图形由 38y x  、 2y  以及 x轴、y轴围成，底座由此图形绕 y轴旋转一周

而成，如右图所示．试求此底座的体积．

解: 此图形实为由曲线 3 8x y  与直线 2y  、 0y  以及

0x  轴围成的曲边梯形绕 y轴旋转一周所成的旋转体．体积微

元为
2
3(8 )dV y dy  ，所求体积为

2 5 5 52
3 3 3 3

0

23 3(8 ) (8 ) (8 6 ) 7.313
05 5

V y dy y          

第7节 平面曲线的弧长

案例 1 [运动路程] 已知一物体的运动规律为
cos
sin

t

t

x e t
y e t




 



,（t 的单位：s； s的

单位：m）．求它从 0t  s 到 1t  s 所移动的距离．

解: 物体的运动规律由参数方程给出，随着时间 t的变化，物体运动的轨迹是

一条曲线．此问题事实上是求该曲线从 0t  到 1t  s 的一段弧长．

由参数方程下弧长的计算公式，得

1 12 2 2 2

0 0
( ) ( ) ( cos sin ) ( sin cos )t t t ts x y dt e t e t e t e t dt            

file:///C:/Mywebs/Example/
file:///C:/Mywebs/Example/Main
file:///C:/Mywebs/Example/


48

12 2 2

0

1
1 1 1 ( 1) 5.665( )

0
t te dt e e m          ．

案例 2 [悬链线长度] 下图所示的函数为
1 ( )
2

x xy e e  ，这一

函数称为悬链线，它表示的是一悬挂在空中的线缆的形状，求

此悬链线位于 1x 和 1x 之间的长度．

解: 由弧长计算公式得

1 2

1

11 ( )
4

x xl e e dx


  

利用对称性，得

1 1 12 2 1

0 0 0

12 1 ( ) ( ) ( )
4

x x x x x xl e e dx e e dx e e dx e e             

第8节 变力沿直线所作的功

案例 1 [吸水所作的功] 一圆柱形的储水桶高为 5m，底圆半径为 3m，桶内盛满

水．问要把桶内的水全部吸出需作多少功？

解:作 x轴如右图所示. 取深度 x为积分变量. 它的

变化区间为[0,5]，相应于[0,5]上任一小区间

[ ,x x dx ]的一薄层水的高度为 dx，水的比重为

9.8kt/m3，因此如 x的单位是 m，这薄层水的重力为

29.8 3 dx  .这薄层水吸出桶外需作之功近似地为

88.2dW x dx  

此即功元素.于是所求的功为

25

0

5 2588.2 88.2 ( ) 88.2 3462
02 2

xW xdx        (kJ)

案例 2 [克服阻力所作的功] 一物体按规律 3x ct 作直线运动，媒质的阻力与速

度的平方成正比，计算物体由 0x  到 x a 时，克服阻力所作的功.

解:由于媒质的阻力与速度的平方成正比，设比例系数为 k，于是媒质的阻力

为

2
2 49dxF k k c t

dt
   
 

，
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在[ ,x x dx ]上克服阻力所作的功(功的微元)为

2
2 4 3 3 69 ( ) 27dxdW k dx k c t d ct k c t dt

dt
    
 

，

当物体由 0x  移动到 x a 时，时间 t从 0t  到

1
3at

c
   
 

，克服阻力所作的功为

1 1
3 3

1
3 2 7

3 6 3 6 3 7 3 3
0 0

1 2727 27 27
7 7

0

a a
c c

a
W k c t dt k c t dt k c t k c ac

   
   
   

             ．

案例 3 [挖掘问题]一口深为 20m 水井，长期使用后产生了大量的淤泥需要清除。

现考虑用缆绳将抓斗放入井底抓起淤泥提出井口，缆绳每米重 40N,抓斗自重

300N,每次抓斗抓起的淤泥重 2000N,上升速度为 2m/s,而在抓斗上升的过程中，

淤泥以 10N/s 的速 度从抓斗的缝隙中泄漏。如果把抓起的淤泥拉升到井口，那

么拉力需做多少焦耳的功?(抓斗的高度和井口上方的缆绳长度忽略不计)

解：设 1W是克服缆绳自重做的功

2W 是克服抓斗重力做的功

3W 是克服淤泥的重力做的功

则抓斗抓起淤泥升至井口所做的功 1 2 3W W W W  

由已知将抓斗由 x处提升到 x dx 处时，缆绳克服重力所做的功元素

1 40(20 )dW x dx 

20

1 0
40(20 ) 8000W x dx   (J)

2 300 20 6000W    (J)

在时间[ , ]t t dt 内提升淤泥所做的功为 3 2(2000 10 )dW x dx  淤泥从

井底到井口所需时间为 20 10
2
 (s)

∴
10

3 0
2(2000 10 ) 39000W x dx   (J)

1 2 3 53000W W W W    (J)

案例 4 [做功问题]将半径为R的球沉入水中，假设球的比重与水相同，球的上

部与水面相切。若将球从水中取出，需做多少功?
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解：建立坐标系以水面作 y轴，球的水面的顶为原点铅直 向下为 x轴的正

向(圆的方程为 2 2 2( )x R y R   )

取 x 为 积 分 变 量 [0,2 ]x R 对 应 于 区 间 [ , ]x x dx 的 球 的 薄 片 体 积

2 2 2( 2 ) (2 )dV Rx x dx Rx x dx    

由于该部分在水面下重力与浮力的合力为零(密度相同) 牵引力的大小

2(2 )dF g Rx x dx  , 2(2 )dW g Rx x xdx 

将球从水中完全取出所需做的功为

2 2 4

0

4(2 )
3

R
W g Rx x xdx R g   

第9节 压力与引力

案例 1 [水闸门所受的压力] 一矩形水闸门，宽 20m，高 16m，水面与闸门顶齐，

如右图所示，求闸门上所受的总压力．

解: 如图选取 x轴，在[ ,x x dx ]上闸门所受压力（压

力微元）为 20 20dF pdA rx dx rxdx    ，

闸门上所受的总压力为

16 16

0 0
20 20F rxdx r xdx  

2 16
0

120 ( ) 2560
2

r x r 
，

当 1000 9.8r   N/m3 时 ， 力

2560 9800F   7 2.5088 10  (N)．

案例 2[棒对质点的引力] 设有一长度为 l，质量为M 的均

匀细直棒，另有一质量为m的质点与细直棒在同一直线上，

它到细直棒的

近端距离为a,如下图所示．试计算该棒对质点的引力．

解: 建立直角坐标系如图所示，使棒位于 x轴上，取 x为积分变量，它的变化区

间为[0, l ]．设[ ,x x dx ]为[0, l ]上的任一小区间．把细直棒上相应于[ ,x x dx ]

的一段近似地看成质点，其质量为
M dx
l

．于是引力微元为 2( )

Mkm dx
ldF

x a



，

该棒对质点的引力为
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20
d

( )
l

Mm
lF k x

x a




 x
axl

kmM l
d

)(
1

0 2 


0

1
l

kmM
l x a

     )( ala
kmM



．

案例 3[螺栓计数]有一罐形容器，装有密度为 的液体，现在罐体下部侧面开一

个半径为R的圆孔，圆孔的中心距液面距离为h ,孔口用挡板加螺栓固定，已知

每个螺栓都承受的力为G , 问需要多少个螺栓才能使容器安全?

解：先计算挡板所受的侧压力，建立如图所示直角坐标系。

由微元分析法： 2 2( ) ( ) 2dF g h x dA g h x R x dx      

∴ 2 2 22 ( )
R R

R R
F dF g h x R x dx ghR 

 
      

例如： =1000kg/m³,R =50cm, g =9.8m/s²,h =70cm, G =49(kN)

2F ghR 3.14×1000×9.8×70×(0.5)²≈539(kN)

则所需螺栓个数为 539÷49=11(颗)。
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第10节 函数的平均值

案例 1 [平均销售量] 一家快餐连锁店在广告后第 t天销售的快餐数量由下式给

出： 0.1( ) 20 10 tS t e  ,求该快餐连锁店在广告后第一周内的日平均销售量．

解: 该快餐连锁店在广告后第一周内的日平均销售量 S为

S
7 0.1

0

1 (20 10 )
7

te dt 
7 7 0.1

0 0

1 [ 20 10 ]
7

tdt e dt  
7 0.1

0

10020 ( 0.1 )
7

te d t  

0.1 7
0

10020 ( )
7

te 
12.808 ．

案例 2 [交流电的平均功率] 在电机、电器上常会标有功率、电流、电压的数字．如

电机上标有功率 2.8KW，电压 380V．在灯泡上标有 4W，220V 等．这些数字表明

交流电在单位时间内所做的功以及交流电压．但是交流电流，电压的大小和方向

都随时间作周期性的变化，怎样确定交流电的功率、电流、电压呢？

(1)直流电的平均功率 平均功率又称为有功功率（active power）,由电工学

知，电流在单位时间所做的功称为电流的功率 P，即
WP
t

 直流电通过电阻 R，

消耗在电阻 R上的功率（即单位时间内消耗在电阻 R上的功）是 RIP 2 ，其中

I为电流，因直流电流大小和方向不变，所以 I是常数，因而功率 P也是常数．若

要计算经过时间 t消耗在电阻上的功，则有 RtIPtW 2 ．

(2)交流电的平均功率 对交流电，因交流电流 ( )i i t 不是常数，因而通过电阻

R所消耗的功率 RtItP 2)()(  也随时间而变．由于交流电随时间 t 在不断变化，

因而所求的功 W是一个非均匀分布的量，可以用定积分表示．交流电虽然在不断

变化，但在很短的时间间隔内，可以近似地认为是不变的（即近似地看作是直流

电），因而在 dt时间内对“ ( )i i t ”以常代变，可得到功的微元: dttRidW )(2 ,

在时间 ],[ 0 tt 内电阻元件的热量 q，也就是这段时间内吸收（消耗）的电能 W为


t

t
dttRiW

0
)(2 

t

t
dt

R
tu

0

)(2

,

在一个周期 T内消耗的功率为 
T

dttRiW
0

2 )( 
T

dt
R
tu

0

2 )(
,
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因此，交流电的平均功率为
T
WP  

T
dttRi

T 0

2 )(1
．

案例 3 [交流电的有效值] 电源的引线端的电压u由关于时间 t（单位：s）的函

数为 0( ) cos(120 )u t U t （单位：伏）， 0U 是表示最大电压的常数．其在 1s 内电

压的平均值是
1 1

00 0
( ) cos(120 ) 0U u t dt U t dt    ．但工程师们不用平均电压，

他们运用均方根电压，其定义为 2U u 的平均值 ，即 2

0

1 ( )
T

U u t dt
T

  ．

求U 为 0U 的函数．

解:

2

0

1 ( )
T

U u t dt
T

  1 2 2
00

cos (120 )U t dt 
1

0 0

1 cos(240 )
2

tU dt
 

1

0 0

1 cos(240 )[ ]
2 2

tU dt
 

1

0 0

1 1 1 cos(240 ) (240 )
2 2 240

U t d t 


   

1
0 0

1 1 [sin(240 )]
2 480

U t


  0

2
U


．

案例 4 [交流电的平均功率] 设交流电 m( ) I sini t t ，其中 mI 是电流最大值（峰

值），为角频率，而周期
2T 


 ．若电流通过纯电阻电路，设电阻 R为常数，

则平均功率为

2
2 2 2

m0 0

1 ( ) I sin
2

T
P Ri t dt R tdt

T


 


  

 





 2

0

2
2

sin
2

tdt
RIm 


 

 


 2

0

2

2
2cos1

2
dttRIm

22

0
(1 cos 2 )

4
mRI t dt







 
2

2
0

1( sin 2 )
4 2

mRI t t




 

 
2

2
mRI



案例 5 [整流的平均值与有效值] 交流电压 m( ) sinu t U t 经半波整流后为

m sin 0
( )

20

U t t
u t

t




 
 

   
  


，

求在一周期内电压的平均值与有效值．
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解: 由整流平均值（整流平均值：电压在一个周期内的平均值）公式

y 


b

a
dxxf

ab
)(1

得电压平均值

2

m0
[ sin 0

2
U U tdt dt

 
 




 


  

 






0

sin
2

tdt
Um

0

1( cos )
2

mU t




 

  )11(
2



mU


mU

mU318.0

有效值

2

0

1 ( )
T

U u t dt
T

 

2
2 2

0

1 ( sin 0 )2 mU tdt dt
 
 








   
 






0

22 sin
2

tdtUm




 
 




0

2

2
2cos1

2
dttU m

2
0

1( sin 2 )
4 2mU t t




 
 

 




 2

4 mU
2
mU
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第四章 微分方程

第1节 可分离变量的微分方程

案例1 [第二宇宙速度] 地球对物体的引力 F 与物体的质量m以及物体离地心的

距离 s 之间的关系为
2

2

mgRF
s

  ，其中 g是重力加速度，R为地球半径．验证：

如果物体以 0 2v gR 的初速度发射，则永远不会返回地球

解： 由牛顿第二定律 F ma ，其中
dva
dt

 ，有

dv dv ds dvF ma m m m v
dt ds dt ds

    ，

故有
2

2

dv Rmv mg
ds s

  ，

变量分离，得 ssgRvv dd 22  ，

两边积分
ssgRvv dd 22  
，

得
C

s
gRv


22

2 ，

将条件 Rs  、 0vv  代入上式，得 2
0

1
2

C v gR  ，即

gRv
s
gRv 22 2

0

2
2 

．

由此可见，当 s很大时，
22gR

s
很小，即当 0 2 11.2 ( / )v gR km s  （我们称

0 11.2 ( / )v km s 为第二宇宙速度）时，速度 v永远大于 0，所以物体永远不会返

回地面．

案例 2 [环境污染问题] 某水塘原有 50000 吨清水(不含有害杂质)，从时间 0t 

开始，含有有害杂质5%的浊水流入该水塘．流入的速度为 2吨／分，在塘中充

分混合(不考虑沉淀)后又以 2吨／分的速度流出水塘．问经过多长时间后塘中有

害物质的浓度达到4% ?
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解：设在时刻 t塘中有害物质的含量为 ( )Q t ，此时塘中有害物质的浓度为
( )

50000
Q t

，

于是
dQ
dt

表示单位时间内有害物质的变化量，即单位时间内流进塘内有害物质的

量减去单位时间内流出塘的有害物质的量，故

   
2500010

12
50000

2
100

5
d
d tQtQ
t
Q


，

上式是可分离变量方程，分离变量并积分得

  250002500
t

CetQ


 .

由初始条件 0t ， 0Q 得 2500C ，故

  










2500012500
t

etQ
.

塘中有害物质浓度达到4%时，应有 2000%450000 Q (吨)，这时 t应满

足 












25000125002000
t

e ．

由此解得 40236t  (分) 670.6 (小时)，即经过 6.670 小时后，塘中有害物

质浓度达到4%，由于 lim ( ) 2500
t

Q t


 ，塘中有害物质的最终浓度为5%．

案例 3 [刑事侦察中死亡时间的鉴定]牛顿冷却定律指出：物体在空气中冷却的

速度与物体温度和空气温度之差成正比，现将牛顿冷却定律应用于刑事侦察中死

亡时间的鉴定．当一次谋杀发生后，尸体的温度从原来的 37℃按照牛顿冷却定

律开始下降，如果两个小时后尸体温度变为 35℃，并且假定周围空气的温度保

持 20℃不变，试求出尸体温度H随时间 t的变化规律．又如果尸体发现时的温度

是 30℃，时间是下午 4点整，那么谋杀是何时发生的？

解 设尸体的温度为 ( )H t ，其冷却速度为
dH
dt

，根据题意， ( 20)dH k H
dt

   ，

即得微分方程

 

 

d 20
d

0 37

H k H
t

H

   

  ，

其中 0k  是常数．分离变量并求解得
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ktCeH  20 ．

代入初值条件 (0) 37H  ，求得 17C ．于是得该初值问题的解为

kteH  1720 ．

为求出 k值，根据两小时后尸体温度为 35℃这一条件，有

2172035  ke ，

求得 0.063k  ，于是温度函数为

teH 063.01720  ，

将 30H  代入式(6-24)求解 t，有 0.06310
17

te ，即得 8.4t  （小时）．

于是，可以判定谋杀发生在下午 4点尸体被发现前的 8.4 小时，即 8小时 24

分钟，所以谋杀是在上午 7点 36 分发生的．

案例 4 [国民生产总值]2010 年我国的国民生产总值(GDP)为 6.5 万亿美元。如果

我国能保持每年 8%的相对增长率，问到 2020 年我国的 GDP 是多少?

解：第一步，建立微分方程

记 2010 年时 0t  ,第 t年我国的 GDP 为 ( )G t 。从 2010 年起 GDP 的相对增长

率为 8%,则

( )

8%
( )

dG t
dt
G t



得微分方程 ( ) 0.08 ( )G t G t  ,且 (0) 6.5G  (万亿美元)

第二步，求微分方程的通解,此方程为可分离变量的方程，分离变量，得

( ) 0.08
( )

dG t dt
G t



积分，得 ln ( ) 0.08 lnG t t C 

即 0.08( ) tG t Ce

最后一步，求微分方程的特解,将 (0) 6.5G  代入通解，得 6.5C  。

所以，从 2010 年起第 t年，我国的国民生产总值为 0.08( ) 6.5 tG t e 。

将 2020 2010 10t    代入上式，得 2020 年我国的 GDP 预测值为

0.08 10(10) 6.5 14.33G e   (万亿美元)
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案例 5 [人口模型]英国人口学家马尔萨斯(Malthus,1766—1834)根据百余年的

人口统计资料，与 1798 年提出了人口指数增长模型。他的基本假设是：单位时

间内人口的增长量与当时的人口总数成正比，若已知 0t t 时的人口总数为 0x ,

试根据马尔萨斯假设确定出时间 t与人口总数 ( )x t 之间的函数关系。根据我国国

家统计局 1990 年 10 月 30 日发表的公报，1990 年 7 月 1 日我国人口总数为 11.6

亿，过去 8年的年人口平均增长率为 14.8‰,若今后的年增长率保持这个数字，

试用马尔萨斯方程预报 2000 年我国的人口总数。

解：记时间 t时的人口总数为 ( )x t , 设单位时间内人口的增长量与当时人口

总数之比为 r , r是与时间无关的常数，根据马尔萨斯假设，

( ) ( ) ( )x t t x t r x t
t

  
 



令 0t  ,得下述微分方程：

0 0

( ) ( )
( )
x t rx t
x t x
 

 

这是一个可分离变量的方程，容易解出方程满足初始条件的解为

0( )
0( ) r t tx t x e 

将 02000, 1990, 0.0148t t r   代入，可预报出 2000 年我国的人口总数为

0.0148(2000 1990)(2000) 11.6 13.45x e   (亿)

案例 6 [环境污染]某池塘原有 20000 吨清水(指不含有害杂质),从时间 0t  开

始，含有有害杂质 5%的浊水流入该池塘。流入的速度为 5t/min。 在塘中充分

混合(不考虑沉淀)后又以 2t/min 的速度流出池塘。问

(1)经过多长时间后塘中有害物质的浓度达到 4%.

(2)在经过相当长时间后，池塘中有害物质的浓度会达到 15%吗?

解：第一步，建立微分方程

设在时刻 t池塘中的有害物质含量为 ( )Q t 。此时有害物质浓度为 ( )
20000
Q t , dQ

dt

是单位时间内塘中有害物质的变化量。

( ) 1 ( )5% 5 2
20000 4 10000

dQ Q t Q t
dt

     

第二步，求微分方程的通解
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该微分方程是可分离变量方程，分离变量后，得

1
2500 ( ) 10000

dQ dt
Q t




积分，得 10000( ) 2500
t

Q t Ce


 

即 10000( ) 2500
t

Q t Ce


 

最后，求出方程的特解

由 0t  时 0Q  ,得， 2500C   ,

故 10000( ) 2500(1 )
t

Q t e


 

当水塘中有害物质浓度达到 4%时，应有有害物质 2000 4% 800Q    (t)

此时， 10000800 2500(1 )
t

e


  ,解得 3810t  (min)

即经过约 3810min 后，池塘中有害物质浓度可达到 4%.

(由于 lim ( ) 2500
t

Q t


 ),可见池塘中的有害物质最终浓度只会达到

2500 12.5%
20000

 ,无论经过多长时间，有害物质浓度也不会达到 15%。

案例 7 [技术推广]新技术的推广、应用一般是通过已掌握新技术的人向某一人

群进行推广和传播的。假设该人群的总人数为N , 在 0 0t  时刻已掌握新技术

的人数为a , 在任意时刻 t已掌握新技术的人数为 ( )y t (将 ( )y t 视为连续的可

微变量),其变化率与已掌握新技术的人数与未掌握新技术的人数之积成正比，比

例常数 0k  ,求 ( )y t 。

解：由题意建立微分方程

( ), (0)dy ky N y y a
dt

  

方程为可分离变量方程，解微分方程得
1

kNt

kNt
NCey
Ce




将 (0)y a 代入微分方程的解得 aC
N a




故所求解
kNt

kNt
aNey

N a ae


 

案例 8 [函数关系]设仪器在重力的作用下，从海试船上从海平面由静止开始铅
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直下沉，在仪器下沉的过程中受到阻力和浮力的作用。假设仪器的质量为m ,体

积为 A ,海水的比重为  ,仪器所受阻力与下沉速度成正比，比例系数为

( 0)k k  ,试建立仪器下沉的深度 y与下沉速度v满足的微分方程，并求 y与v

的函数关系式。

解：取沉放点为原点 ,O y轴的正方向铅直向下，由牛顿第二定律可得

2

2
d ym mg A kv
dt

  

初始条件： (0) 0, (0) 0v y  。

其中
dyv
dt

 ，将 y转化成v的关系：

2

2

d y d dy dv dv dy dvv
dt dt dt dt dy dt dy

     
 

(将v看成 y的函数)

∴ dvmv mg A kv
dy

   , 为可分离变量的微分方程 求解得

2
( ) ln( )m m mg Ay v mg A kv C

k k
 

     

由初始条件 (0) 0, (0) 0v y  得

2
( ) ln( )m mg AC mg A
k

 
 

∴
2

( ) lnm m mg A mg A kvy v
k k mg A

 


  
  



案例 9 [降污问题]某湖泊的水容量为V ,由于受上游排污的影响，每年流入湖泊

内含污染物甲的污水量为
6
V ,流入湖泊内不含污染物甲的污水量为

6
V ,流出湖泊

的水量为
3
V 。假设 2009 年年底湖中甲物的含量为 5m,超过了国家规定的指标。

为了保护环境，治理污染，从 2010 年起，对排入湖泊中含甲污水的浓度限定为

不超过 0m
V

,求至少经过多少年，湖泊中污染物甲的含量会降至 0m 以内?(假设湖

中污染物甲的浓度是均匀的)

解：设从 2010 年年初(令此时 0t  )开始，第 t年湖泊中的污染物甲的总量

为m ,浓度为m
V
,则在时间间隔[ , ]t t dt 内，排入湖泊中甲的量为
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0 0

6 6
m mV dt dt
V

 

流出湖泊中污染物甲的量为

3 3
m V mdt dt
V
 

所以在此时间段内湖泊中污染物甲的改变量

0( )
6 3
m mdm dt 

初始条件 0(0) 5m m

解可分离变量方程得

0 3

2

tmm Ce


 

代入初始条件得 09
2
mC  

所以 0 3(1 9
2

tmm e


  ）

令 0m m , 解得 6ln 3 6.59m  

所以最多经过6.59年，湖泊中污染物甲的含量可降至 0m 以内。

案例 10 [雪融化]雪遇热会渐渐融化，一个半球体的雪堆，其体积融化的速度与

半球面的面积成正比，比例系数为 ( 0)k k  ,假设雪堆融化时始终保持半球体状

态。已知半径为 r的雪堆在开始融化的 3小时内，融化了体积的7
8 ,问雪堆全部

融化需多长时间?

解：设 t时刻雪堆的体积 32
3

V r ,半球面的表面积
22S r

由已知： 2 22 2dV drr kS kr
dt dt

     

∴ dr k
dt

  且 0(0)r r

解微分方程得通解 r kt C   , 由初始条件得 0C r

所以 0r r kt 

又因
0

1(3)
8

V V 得
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3 3
0 0

2 1 2( 3 )
3 8 3

r k r   

解得
0

1
6

k r

雪堆全部融化时 0r  可得 6t 

案例 11 [降温问题]设暖水瓶内热水温度为T ,室内温度为 0T , t为时间(单位：

小时),根据实验，热水温度的降低率与 0T T 成正比，求T 与 t的函数关系。

解：由题意，T 满足的方程为
0( ), 0dT k T T k

dt
    为常数，取负号是由于

0dT
dt

 。此方程为可分离变量方程，分离变量，两边积分，得通解

0
ktT T Ce  （C为任意常数)。

案例 12[质量推算]当陨石穿过大气层向地面高速坠落时，陨石表面与空气摩擦

所产生的高热使陨石的质量不断挥发，试验表明，陨石挥发的速度与陨石的表面

积成正比。若假设陨石是质量均匀的球体，试求出陨石的质量m关于时间 t的函

数表达式。

解：设 t时刻陨石的半径为 ( )r t ,质量为 ( )m t ,表面积为 ( )S t 。由题设可知

2 34( ) 4 ( ), ( ) ( )
3

S t r t m t r t     ,

消去 ( )r t 后，得，

2
33 ( )( ) 4

4
m tS t 


 
  

 

根据题意

2 2 2
3 3 33( ) ( ) 4 ( ) [ ( )] [ ( )]

4
m t kS t k m t a m t


      

其中，
2
334 ( )

4
a k




由分离变量法计算可得
2
3( ) ( )

3
C atm t 



若陨石到达地面的时刻为 0t ,此时陨石的质量为 0m ,根据此初始条件可求出

3
0 03C m at 

代入求出 33
0 0( ) [ ( )]

3
am t m t t  
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其中，
2
334 ( )

4
a k


 .

第2节 一阶线性微分方程

案例 1 [葡萄糖制作]一容器内盛有 100L 的葡萄糖水溶液，其中含有 20g 的葡萄

糖。现将每升含葡萄糖 2g 的溶液以 10L/min 的速度注入容器，并不断进行搅拌，

使混合液迅速达到均匀。同时，混合液以 5L/min 的速度流出。问在任意时刻 t容
器中含有葡萄糖多少克?

解：第一步，建立微分方程

设 t时刻容器中含葡萄糖量为 x克，容器中含葡萄糖量的变化率为

dx
dt

葡萄糖流入容器的速度葡萄糖流出容器的速度

其中，葡萄糖流入容器的速度=2(g/L)×10(L/min)=20(g/min)， 葡萄糖流

出容器的速度=
100 10

x
t
(g/L)×5(L/min)= 5

100 10
x

t
(g/min)

因此，有

520
100 10

dx x
dt t

 


第二步，求上述微分方程的通解

易知，此为一阶线性非齐次方程，由通解公式知

5 5
100 10 100 10[ 20 ]

x xdt dt
t tx e e dx C


    

1
2 40 400(100 10 )

3 3
C t t


   

最后，求特解

由题意知，有初始条件
20 20tx   ,代入通解，得 3400

3
C  

所以，在时刻 t容器内的含盐量为
1
240 400 3400(100 10 )

3 3 3
x t t


    (g)

案例 2 [降温问题]经实验得知物体在露天中冷却的速度与物体及露天空气的温

度成正比。设有一瓶热水，水温是 100℃,此时的空气温度为 10℃,经过 10 小时

后，瓶内水温绛到 70℃,求瓶内水温的变化规律。
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解：设时间为 t时温度为T ,显然 ( )T T t

由已知

( 10), ( 0, 0, 0)dT dTk T t T
dt dt

     

解一阶线性微分方程得

10ktT Ce 

又因 (0) 100T  , 所以 90C 

特解 90 10ktT e 

又因 (10) 70T  ,代入上式解得

1 3ln 0.4055
10 2

k  

瓶内温度与时间的函数关系： 0.405590 10tT e 

案例 3[减速问题]已知物体在静水中的运动速度与水的阻力成正比，若一汽艇以

20km/h的速度在静水中关闭了发动机，经过10秒后汽艇的速度降至 10v  km/h,

求发动机停止 2分钟后汽艇的速度。

解：设发动机关闭后 t时刻的汽艇水速为 ( )v v t

阻力 f kv  ( 0,k f 与v反向)

由牛顿第二定律 dvm kv
dt

   (其中m表示汽艇质量)

∴ 0dv k v
dt m

 

解微分方程得

k t
mv Ce




∵ (0) 20v  km/h, ∴ 20, ( ) 20
k t
mC v t e


 

由已知 10( ) 10
3600

v  ，代入上式解得

360ln 2k
m
 ∴ 360ln 2( ) 20 tv t e 

∴
2360ln 2 12602( ) 20 20 (0.5) 0.004883

60
v e

 
    （km/h）

例 4 [二氧化碳含量]人类的工业生产与生活要释放出温室气体 CO₂。释放 CO₂
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的速度是固定的，每年排出a吨。植物光合作用需要吸收 CO₂,CO₂越多，光合作

用越强，植物吸收 CO₂越快，生长越茂盛。CO₂如果彻底没了，植物全都“饿”死，

动物则间接“饿”死。因此，植物吸收 CO₂的速度与当时大气里 CO₂的含量成正

比。列出描述大气层里 CO₂含量的微分方程并求解，自变量是时间 t。当时刻 0t  ,

大气中二氧化碳含量是 (0)G 。

解：设时刻 t时，大气层里二氧化碳含量为 ( )G t 。二氧化碳含量变化的速率

等于增加速率a与减少速率 ( )kG t 的差，k 是比例常数。即

dG a kG
dt

 

一阶非齐次线性微分方程，代入通解公式，得通解为

( ) ktaG t Ce
k

 

初始条件是

(0) aG C
k

  ,得 (0) aC G
k

 

所以

( ) [ (0) ] kta aG t G e
k k

  

注：本题还可衍生为 (1)往生物体内匀速注射某种药物或物质，生物体自

己具有分解该药物活物质的能力，分解速度与当时的含量成正比。求该药物或物

质含量的函数。

(2)由于灾害，核反应堆与核电站受损，放射性污染物源源不断匀速泄 露出

来污染环境，与此同时，泄露出的放射性元素具有衰变现象，含量会减少，衰变

速度与当时的含量成正比。求放射性元素含量的函数。

(3)假设药物或污染物不再源源不断产生，求药物或污染物含量变化的函数，

是最简单的情形。

案例 5[年代推算]问题背景：

(1)考古地质等学科里常用14C测定法，称为碳定年代法，14C是12C的同位

素。所不同的是14C放射性元素会衰变。其他性质与12C没差别。宇宙射线照射

在大气分子上，使之产生中子，中子与氮气作用生成元素14C ,这种14C氧化后成

为 CO₂,被植物吸收，动物吃植物，动物之间还有食物链，这样14C就传递到各种



66

动植物体内，无论他们活着或死去或变为化石。14C是放射性的，无论任何时候

它都在不断衰变。活着的生物通过新陈代谢不断吸收食物与空气中的14C , 其体

内的14C含量百分比与空气中相同，达到平衡，古代现代都相同，因为大气中14C

含量没变化过。但是死亡后停止摄取14C ,尸体内14C由于 衰变而不断减少。根

据14C含量减少的情况可以判断生物生活在古代的大致年代。

(2)物体内的14C含量很难真正测得，但是可以测得14C的衰变减少的量，除

以测试所用的时间长度，得到衰变速度。放射性元素衰变速度与当时元素含量成

正比，可以间接推知其体内的14C含量。

(3)通常认为中国古代文明最早出现在中原河南，那里出土了殷商时期的文

物实物，考古结论是距今约 3600 年。更早的夏朝与尧舜禹至今尚无任何出土文

物实物为证，只存在于书籍与传说中，耳听为虚，不能眼见为实。公元 2000 年

左右，在四川广汉出土了一些奇怪的古代文物，也有人类与动植物尸骨，以及各

种灰烬、木炭、青铜器。有人猜测这是中原先民迁徙到四川带来的中原文明，但

是这些文物的形象与中原的完全不一样，尤其人俑与面具等面部特征与中原的极

为不同。有人推断这可能是另一个与中原文化独立的，互不影响的另一支文明，

并设法证明其年代远在殷商之前。

(4)三星堆出土的灰烬或木炭之类的物品中，14C原子衰变速度是 17.21 次/

分。而新砍伐烧成的木炭或灰烬中14C的衰变速度是 38.37 次/分。14C的半衰期

是 5568 年，即14C衰变后只剩下最初含量的一半所需的时间。新鲜炭灰里的14C

含量百

分比与大气中相同，从远古至今都没变化，因此其新鲜炭灰里的14C衰变速

度是固定的。碳的半衰期是14C元素自身固有的，从远古至今也不变化。试估算

三星堆文物距今年代。

解：从三星堆文物被掩埋在地下开始，第 t年，文物中的14C含量为 ( )x t ,

由衰变速度与含量成正比，得微分方程

dx kx
dt

  , 0k  为比例常数。

负号表示14C含量递减，导数 0dx
dt

 。该微分方程通解是

( ) ktx t Ce 。
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设文物刚掩埋的时间 0t  .那时14C含量 0x ,代入通解得特解

0( ) ktx t x e (1)

14C的半衰期为 5568T  年。则 0
0( )

2
kt xx T x e  , 得

ln 2k
T

 ，所以
ln 2

0( )
t

Tx T x e


 ，

解出 0ln
ln 2 ( )

xTt
x t

 (2)

文物内初始14C的含量 0x , 与现在14C的含量 ( )x t 都不好测定。所以不容易

算出 t。对式(1)两边求导

0( ) ( )ktx t x ke kx t     (3)

令 0t  代入

0(0) (0)x kx kx     （4）

将 式 ( 4 ) 除 以 式 ( 3 ) 得

0(0)
( ) ( )

xx
x t x t





(5)

代入式(2),得

(0)ln
ln 2 ( )
T xt

x t





(6)

现在已知 (0) 38.37, ( ) 17.21, 5568x x t T    ,代入式(6)得 6440t  年。结论是

三星堆文明大致在 6440 年前。比殷商文明早 3000 多年，应该和殷商文明没有关

系。那么中华文明历史的源头，除了中原，也可以说还有四川的古蜀文明。

注：式(5) 0(0)
( ) ( )

xx
x t x t





还可以不加推导直接观察得到，衰变速度与含量成正

比，比例系数永远是固定的。含量多，则衰变速度快，含量少则衰变速度慢。所

以两个不同时刻的14C的含量之比，可以换成用两个时刻的14C衰变速度之比来

代替。14C的含量不容易测得，14C的衰变速度却容易测得。

第3节 可降阶的微分方程

案例 1 [鱼雷追踪]如图所示的坐标系中，位于坐标原点的 P舰向位于 x轴上

(1,0)点处的Q舰发射制导鱼雷，Q舰以恒速 V 向平行于 y轴的方向前进，鱼
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雷的速率为 02v ,且始终对准Q舰，求鱼雷追踪Q舰的航行曲线方程。

解：设鱼雷的航行曲线方程为 ( )y y x ,在经过时间 t后，鱼雷位于点

( , )P x y ,而Q舰的坐标是 0(1, )v t

鱼雷始终对准 Q 舰，那么

0

1
v t yy

x
 


(1)

鱼雷航行时间 t后的位移为曲线OP ,所以

2
00

1 ( ) 2
x

y dx v t  (2)

联立(1),(2)两式得到

2

0

1(1 ) 1 ( )
2

x
x y y y dx    

求导得到

21(1 ) 1 ( )
2

x y y    (3)

现求解微分方程

21(1 ) 1 ( )
2

(0) 0
(0) 0

x y y

y
y

    



  


令 , dpy p y p
dx

     ,方程化为 21(1 ) 1
2

x p p   分离变量得到

2

1
2(1 )1

dp dx
xp




,

积分得到

1
2 2

11 (1 ) ,p p C x   
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由 (0) 0y  ,有 1 1C  ，所以
1

2 21 ( ) (1 )y y x    

求得
1 1
2 21 1(1 ) (1 )

2 2
y x x


    

积分：
1 3
2 2

2
1(1 ) (1 )
3

y x x C     

由 (0) 0y  ,有
2

2
3

C  ，

所以鱼雷的航行曲线为
1 3
2 21 2(1 ) (1 )

3 3
y x x     

案例 2[减速问题]当机场跑道长度不足的时候，常常使用减速伞作为飞机的减速

装置，在飞机接触跑道开始着陆时，由飞机尾部张开一幅减速伞，利用空气对伞

的阻力减少飞机的滑跑距离，保障飞机在较短的跑道上安全着陆。

(1)一架重 4.5T 的歼击机以每小时 600km 的航速开始着陆，在减速伞的作用

下滑跑 500m 后速度减为每小时 100km,设减速伞的阻力与飞机的速度成正比，并

忽略飞机所受的其他外力，试计算减速伞的阻力系数。

(2)将同样的减速伞装备在 9T 重的轰炸机上，已知机场跑道长 1500m,若飞

机着陆速度为每小时 700km,问跑道长度能否保障飞机安全着陆?

解：(1)设飞机质量为m ,着陆速度为v ,若从飞机接触跑道时开始计时，飞

机的滑跑距离为 ( )x t ,飞机的速度为 ( ) ( )v t x t ,减速伞的阻力为 ( )kv t ,其

中k 为阻力系数。根据牛顿第二运动定律可得出运动方程为 ( ) ( )mv t kv t  

而 ( ) ( ) dvv t v t
dt

 

故代入得可分离变量的方程

dv k
dx m

 

由此计算出 0[ ( )]
( )

m v v tk
x t




将数据代入，得出阻力系数 4500000k  (kg/h)

(2)由 ( ) ( )mv t kv t  

得 0( )
k t
mv t v e




利用 ( ) ( )v t x t 再积分一次可得
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0 0( ) [1 ]
k t
mmv mvx t e

k k


  

将数据代入可得 0 9000 700 1400 1500
4500000

mv
k


  

所以飞机可以在此跑道上安全着陆。

第4节 二阶常系数线性微分方程

案例 1 [浮筒震荡]将直径为 0.5 米的圆柱形浮筒竖直放入水中，稍用力向下压

后突然放开，若浮筒在水中上下振动的周期为 4秒，求浮筒的质量。

解：建立坐标系，将原点设在水面处， y轴的正向竖直向下，平衡状态时浮

筒上一点 A在水平面处，设在时刻 t ,点 A的位置 ( )y y t ,此时受到浮力的大

小为 21000g R y (R为浮筒的半径),浮力的方向与位移的方向相反，由牛顿第

二定律

21000ma g R y  即 21000my g R y  

记
2

2 1000g R
m
  得

2 0y y  

解二阶常系数齐次微分方程得

1 2( ) cos siny t C t C t  

∴ sin( )y A t   ，其中 2 2 1
1 2 , sin CA C C

A
  

振动周期 2 4,T 


  所以
2
 

即
2 21000

4
g R
m
 

 ， 解得
24000 780gRm


  （kg）

案例 2[RLC 电路] 设有一个由电阻 R 、自感 L 、电容C 和电源E 串联组成的

RLC 串联电路，其中R 、L 及C 为常数，电源E 为交流电动势 0 sinE t ，这

里 0E 及 也是常数．电路在电动势作用下，不断发生振荡，试建立描述电路

中点振动的微分方程．

解 设电路中的电流为 ( )i t ,电容器极板上的电量为 ( )q q t ，两极板间的电压

为 cu ，自感电动势为 LE ．由电学知道
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dq
d

i
t


，

c
qu
C


,

L
diE L
dt

 
．

由回路电压定律，得

di 0
d

qE L Ri
t C

   
，

即

2

02 sinc c
c

d u duLC RC u E t
dt dt

  
．这就是串联电路的振荡方程．

它是一个关于未知函数 cu 的二阶常系数线性非齐次方程．它描述了在交流电

压作用下，RLC 电路中的点振荡，这种振荡称为强迫振荡．

运用求解二阶常系数线性非齐次方程的方法，可以得到上述方程的解．
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第五章 空间解析几何

第1节 几何应用

案例1 [壁虎捕食]在一个圆柱形水泥管上，有一只壁虎位于 A点处，它发现在

右上方不远处的B点处停着一只苍蝇，为了不让苍蝇逃走，壁虎需寻找最快的

进攻路线吃掉苍蝇，问壁虎应该走怎样的进攻路线?

解：将圆柱形的侧面展开，得到一个矩形，在矩形上将 A点与B点用直线

连接，即得两点间最短距离。再将此矩形重新卷成之前的圆柱形，即得到壁虎吃

掉苍蝇的最佳进攻路线。此路线即是圆柱螺线。

圆柱螺线的定义及方程如下：设 ( ,0,0), 0A a a  ,壁虎从 A点开始沿圆柱

面运动，一方面以角速度绕 z轴旋转，同时又以速度v沿 z轴正方向运动，记

点 ( , , )B x y z ,则满足：

cos
sin (0 )

x a t
y a t t
z vt





    
 

案例2 [曲线问题]有一锥形桶，底面半径为R ,

高为h。现沿桶身缠绕一条细绳。建立坐标系

如图：以底面为 xOy平面。要求细绳所在的曲

线在每一点的切线与平行 z轴的直线的夹角

为
4
 。缠绕细绳的起始点在 ( ,0,0)R , 试求细绳

所在的曲线方程。

解：在曲线上任取一点为 ( , , )x y z 。∵ h z r
h R






73

曲线的参数方程为
( )cos
( )sin (0 2 )

( )

x r
y r

hz h r
R

 
   




 


  

  


那么曲线在 ( , , )x y z 的切向量为

{ ( ), ( ), ( )} { ( )cos ( )sin , ( )sin ( )cos , ( )}hn x y z r r r r r
R

                    


z轴方向为 {0,0,1}k 


由题意  ,
4

k n 


 

2 2 2

( ) 1cos
4 2[ ( )] [ ( )] [ ( )]

h rn k R
hn k r r r
R



  


   

    

 
 

上式两边平方化简得到

2 2
( ) Rrr

h R
  



根据实际意义 ( ) 0drr
d




  

所以
2 2 2 2

1,dr Rr Rdr d
d rh R h R





  

 
 

解得
2 2(
R

h Rr r Ce


  ）

又由初始条件 0  时， r R 得C R ,故
2 2(0
R

h Rr Re


）

因而可以得到曲线的参数方程为

2 2

2 2

2 2

cos

sin (0 2 )

R

h R

R

h R

R

h R

x Re

y Re

z h he
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案例3 [求体积] 求由圆柱面
2 2 2x y R  与

2 2 2x z R  所围成的立体体积

解： 由于圆柱面
2 2 2x y R  与

2 2 2x z R  围成的立体关于三个坐标柱面都对称，

下图左画出了它在第一卦限的图形．

设所围体的体积为V，在第一卦限的体积为 1V ，由对称性可知， 18V V ．

而
2 2

1
D

V R x d  ，其中区域D如上图右所示，且区域D可表示为










220

0

xRy

Rx

则
2 2

2 2 2 2 3
1 0 0 0

2( )
3

R R x R
V dx R x dy R x dx R


      

故所围立体的体积
3

1
168
3

V V R  ．

第2节 向量问题

案例1 [相似判断]现有甲、乙、丙、丁四名男生，已知他们的身高、胸围和体重

的数据如下表所示。试建立数学模型判断这四名男生中哪两人的体形最相似?哪

两名男生的体形相差最远?

解：下面用向量代数的方法来刻画男生体形的相似性问题。



75

设向量
1 1

2 2

3 3

,
a b
a b
a b

 
   
       
   
   

,则两向量的夹角 的余弦可用向量的内积来表示。

1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 
 

 
 

    

男生的体形特征可以用身高、胸围、体重组成一个三维向 量来刻画。故可

得4个向量分别代表男生甲、乙、丙、丁的体形特征。

1 2 3 4

186 170 168 178
120 , 100 , 94 , 110
85 63 60 78

   
       
                 
       
       

根据向量夹角的余弦公式，计算可得各向量之间夹角的余弦如下表所示。

向量夹角的余弦
1 2 3 4

1 0 0.9997 0.9998 0.9949

2 0.9997 0 1.0000 0.9966

3 0.9998 1.0000 0 0.9962

4 0.9949 0.9966 0.9962 0

向量之间夹角的余弦越大，表示两夹角的角度越小。向量 2 和 3 夹角的余

弦最大约为1,故可得出男生乙和男生丙的体形最相似。向量 1 和 4 夹角的余弦

最小约为0.9949,故可得出男生甲和男生丁的体形相差最远。
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第六章 多元函数微分学

第1节 多元函数的最值

案例 1 [下料问题]要用铁板做一个体积为２立方米的有盖长方体水箱，问当长、宽、高

各取怎样的尺寸时，才能使用料最省？

解：设长为 x米，宽为 y米，则其高应为
2
xy

．此水箱所用材料的面积为

)22(2
xy

x
xy

yxyS  )22(2
yx

xy  （ 0,0  yx ）

0)2(2 2 
x

yS x 0)2(2 2 
y

xS y

解上述方程组，得

3 2x ，
3 2y

根据题意可知，水箱所用材料面积的最小值一定存在，并在区域 : 0, 0D x y  内取得．又

函数在区域D内只有唯一的驻点 3 3( 2, 2) ，因此，可以断定当 3 32, 2x y  时，S取得

最小值．即当水箱的长为
3 2 米，宽

3 2 米，高
3 2 米时，做水箱所用的材料最省．

案例2 [原料采购]某公司在生产中使用Ａ和Ｂ两种原料，已知Ａ和Ｂ两种原料分别使用 x

单位和 y 单位可生产U 单位的产品，这里

并且Ａ原料每单位的价值为 10 美元，Ｂ原料每单位的价值为４美元，产品每单位的售价为

40 美元，求公司的最大利润 。

解：生产 ( , )U x y 单位的产品的总成本为10 4x y ，总收入为 40 ( , )U x y ，从而利润函数为

),( yxP ),(40 yxU )410( yx 

yxyxyxxy 410)6440328(40 22 

22 24016015961270320 yxyxxy 
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04801596320

03201270320

yx
y
P

xy
x
P

解得驻点 0 0( , ) (21.88125,17.9125)x y 

故 ( , )P x y 在 0 0( , )x y 点达到最大值，即公司的最大利润为

(21.88125,17.9125) 28189P  （美元）

案例 3 [购物方案]小孙有 200 元钱，他决定用来购买两种急需物品：计算机磁盘和录音

磁带．设他购买 x张磁盘， y盒录音磁带的效用函数（所谓效用函数，就是描述人们同时购

买两种商品各 x 单位、y 单位时满意程度的量．而当效用函数达到最大值时，人们购物分

配的方案最佳．）为 ( , ) ln lnU x y x y  如果每张磁盘８元，每盒磁带 10 元，问他如何分

配他的 200 元钱，才能达到最满意的效果?

解： 这是一个条件极值问题，既求 ( , ) ln lnU x y x y  在约束条件8 10 200x y  之下的

极值点,应用拉格朗日乘数法,定义拉格朗日函数：

)200108(lnln),,(  yxyxyxL 

081),,(  
x

yxLx

0101),,(  
y

yxLy

0200108),,(  yxyxL 

解得 0 12.5x  ， 0 10y 

根据本题的实际含义，取 0 12x  ， 0 10y  ，即买 12 张磁盘，10 盒磁带的话，小孙最满意．

案例 4 [易拉罐设计]铝制易拉罐最早出现在 20 世纪 50 年代末，它的发展非常 迅

速，到 20 世纪末每年的消费量已有 1800 多亿只，是消费总量最大的一类金属罐。

相应的用于制造铝制易拉罐的铝材消费量同样快速增长，1963 年几乎为零，1997

年已达 360 万吨， 占全球各种铝材总用量的 15%。资源的紧缺，促使铝制易拉

罐生产厂商不断改进设计更新工艺，达到用料最省的目的。

现有某厂商为了生产一批容量为 330 毫升的固定厚度的圆柱形铝制易拉罐，怎样

设计所用材料最省? (不考虑工艺等其他成本因素)

解：设铝制易拉罐得地面半径为 r cm, 高度为h cm,表面积为S , 则有

目标函数： 22 2 0, 0S rh r r h    
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约束条件： 2 330r h 

设拉格朗日函数 2 2( , , ) 2 2 ( 330)L r h rh r r h       

令 2

2

2 4 2 0
2 0

330 0

r

h

L h r rh
L r r
L r h

  
 


   
   
   

得唯一驻点 3
165 3.75r


  (cm), 2 7.50h r  (cm),

又因实际中铝制易拉罐所用材料最省存在，故所求出的唯一驻点即为所求材料最

省的点，且此时易拉罐的表面积为

2
min 2 2 265.02S rh r    (cm²)

第2节 偏导数

案例 1 [并联电路]有一并联电阻如图所示。

设其总电阻为R ,每个电阻 1 2 3 0R R R   ,如果改变电阻 1 2 3, ,R R R 中某一

个，问改变哪一个电阻会使总电阻的改变量为最大?

解：函数对某一个变量的偏导数，就是函数对该变量的变化率，因此需确定改变

哪一个电阻能使总电阻的改变为最大，

只 需 看 各 自 的 偏 导 数 就 行 。 由 电 学 知 识 得

1 2 3

1 1 1 1
R R R R
   , 于 是 有

2

2 ( 1,2,3)
i i

R R i
R R


 


,由于 1 2 3 0R R R   ,故

3

R
R



最大，也就是改变 3R 会使总电阻

的改变量为最大。

案例 2 [相互关系]工厂有 x名技术工人和 y名非技术工人，每天可以生产的产品

产量为
2( , )f x y x y (件)，现在有 16 名技术工人和 32 名非技术工人，而厂长

计划再雇佣 1名技术工人。试求厂长如何调整非技术工人的人数，可以保持产品

产量不变?
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解：现在产品产量为 (16,32) 8192f  件，保持这种产量的函数曲线为

( , ) 8192f x y  ,对于任一给定值 x ,每增加 1 名技术工人时 y的变化量即为这函

数曲线切线的斜率 dy
dx

。

由隐函数求导法，可得非技术工人的变化量为

2
f

dy yx
fdx x
y


   



当 16, 32x y  时，可得 4dy
dx

  ，

因此厂长要增加 1名技术工人并保持产量不发生变化，就要相应的减少约 4名非

技术工人。

案例 3 [相互关系]某企业有 x名技术工人和 y名技术工人生产某种产品，每月生

产产品的产量 2 23 4Q x xy y   ,现有 10 名非技术工人和 5名技术工人，企业经

理因为人员调整，需要调走 2名非技术工人，问若要让产量保持不变需要增加多

少技术工人?

解： 2 3 , (10,5) 35x xQ x y Q  

即当 x增加或者减少一个单位时，将大约带来产量 35 个的变化。

3 8 , (10,5) 70y yQ x y Q  

即当 y增加或者减少一个单位时，将大约带来产量 70 个的变化。

故如果调走 2名非技术工人，则应相应的增加约 1个技术工人。

(10,5) 350, (8,6) 352Q Q 

第3节 方向导数与梯度

案例 1 [追踪问题]一条鲨鱼在发现血腥味时，总是沿着血腥味最浓的方向追寻。

在海面上进行试验表明，如果把坐标原点取在血源处，在海平面上建立平面直角

坐标系，那么点 ( , )x y 处的血液浓度(每百万份水中所含血的份数)的近似值为

2 2

4
2

10
x y

C e



 ,求鲨鱼从 点 0 0( , )x y 出发向血源前进的路线。

解： 设鲨鱼前进的路线为曲线 : ( )L y f x 我们首先建立 ( )y f x 应满足的
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方程。鲨鱼追踪最强的血腥味，所以每一时刻它都将按照血液浓度变化最快，即

C的梯度方向前进。由梯度的计算公式得

2 2

4
2

4 10{ , } 10 { 2 , 4 }
x yC CgradC e x y

x y


 

   
 

取鲨鱼前进的方向为曲线L的正向，相应方向的切线为正切线，正切线与 x轴正

方向的夹角为 ,如下图所示。

案例 2 [梯度问题]设以海平面为坐标面，某地某点为坐标原点，地形的高程函数

为 4 2 2 4 2 24 2 , ( 20)u x x y y x y     ,在点 (1,1)P 处。

(1)计算 ,u u
x y
 
 

的值并说明几何意义；

(2)求出高程增加最快和减少最快的方向及方向导数；

(3)求出高程无变化的方向。

解：(1) 3 2
(1,1) (1,1)(4 8 ) 12u x xy

x


  


几何意义是在点 (1,1)处高程值沿 x轴正向的变化率。

2 2
(1,1) (1,1)(8 8 ) 16u x y y

y


  


几何意义是在点 (1,1)处高程值沿 y轴正向的变化率。

(2)高程值沿梯度方向增加最快。

(1,1) (1,1) 12 16u ugradu i j i j
x y
 

   
 

   

故所求方向可取梯度方向单位化后的值 3 4
5 5

n i j 
  

，方向导数即为梯度方向的高

程变化率 20gradu  ,显然此值大于 x轴正向和 y轴正向的高程值变化率。高程

值沿负梯度方向减少最快。取负梯度方向 3 4
5 5

n i j   
  

方向导数即为梯度方向

的高程变化率 20gradu   。

(3)沿着与梯度垂直的方向变化率为 0。 故可取方向 4 3
5 5

l i j  
  

或

4 3
5 5

l i j  
  

,方向导数
(1,1) (1,1) (1,1)

4 3( ) 0
5 5

u u u
l x y

  
     

  
。
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案例 3 [下山路线]模仿一个球从山坡上滚下，必定是最快最短的下山路线。因为

球必定时时刻刻沿着海拔高度下降最快的方向，也就是山坡曲面最陡的方向滚下

去。设山坡曲面是函数 ( , )z f x y ,在点 ( , )x y 处，z坐标上升最陡的方向是梯度

方向 { , }x yf f f  ,下降最快的方向是梯度的反方向 { , }x yf f f    。球在任何时

刻，任何点处，都处在过该点的曲面的等高线上。现在的结论是球滚下的方向必

定与等高线垂直，即与等高线的切线垂直。

球滚下的路线是最快下山路线，在数学运算上也是寻找函数 ( , )z f x y 的极小值

的最快的路线。在最优化科学里叫做最速降线法。

证明：设某条等高线是 ( , )f x y c ,相应的参数方程是 ( )
( )

x t
y t





 

,点 ( , )x y 在等高

线上，对应参数是 t ,函数 ( , )z f x y 在该点的梯度向量是{ , }x yf f ,等高线在该

点的切线方向向量是{ ( ), ( )}t t   。需要证明{ , }x yf f 与{ ( ), ( )}t t   的内

积为 0。

由于等高线在曲面上，所以无论 t取何值，

[ ( ), ( )] 0z f t t  

[ ( ), ( )] ( ) ( ) 0,x y
dz d f t t f t f t
dt dt

         

即{ , } { ( ), ( )} 0x yf f t t   

案例 4 [梯度问题]设 xOy平面上分布有电势，任意点 ( , )x y 处的电势是

2 212 4 3 ,Z x y  

(1)问在点(1,1)处，沿哪个方向电势升高的最快?此时 升高的速率是多少?

(2)沿什么方向电势变化最慢?此时变化的速率是多少?

解：(1)沿电势函数的梯度方向，电势升高最快。具体是

(1,1){ , } { 8 , 6 }x yZ Z x y  

方向为{ 8, 6}  ,该方向指向原点。速率是梯度的模=10。

(2)沿等势线的方向变化率最小，等势线是曲线，其方向 是该点(1,1)处的切线

方向，具体是点(1,1)代入函数得电势=5

补充：等势线方程是 2 27 12 4 3 ,x y   即 2 24 3 5x y  , 切线方向是即(6,-8)。
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此方向垂直于梯度(-8,-6)。因为等势线上的电势都是相等，电势不会改变，变

化率为 0。

则在L上点 ( , )x y 处L的正切线上的方向向量 s

可表为

{cos ,sin }  或{1, tan } {1, }dy
dx

  ,

从而也可以表示为 { , }s dx dy


,显然 s

与 gradC同向，从而

2 4
dx dy
x y


 
, 于是

( )y f x 满足的方程为 2dy y
dx x

 ,初始条件
0 0x xy y  ,方程的通解为

2y Ax ,

代入初始条件得 0
2
0

yA
x

 , 故 20
2
0

( ) yy f x x
x

  。
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第七章 多元函数积分学

第1节 二重积分解决实际问题

案例1 [火山爆发]设一火山的形状可以用曲面

2 2

2
x y
hz he

 

 来表示。在一次喷发

后，有体积为8000m³ 的熔岩粘附在山上，假设该火山在喷发前的高度为10m,并

将喷发后火山的形状视为与原来一样。求火山高度变化的百分比。

解：以 0V 记火山喷发前的体积， 1V 为喷发后的体积， 1h 为喷发后火山的

高度。于是 1 0 8000V V V   V=V₁-V=8000,要求的是 1 10 100%
10

h 
 。

先计算火山喷发前的体积
2 2

2
x y
h

D

V he dxdy
 

  ,由于火山的底部很大，可以看

待成无穷大，选用极坐标计算，有

2
2 2 2

0 0 0 0
2 ( 2 )[ ]

0
h h hV d he d h h e e d
  

    
  

 
       

2 324 ( 2 ) 8
0

hh h e h


 
 

   

由于 10h  ,于是， 3 3
1 08 , 8000 , 8 8000 8000V h V V h       

1
3

1
8000 8000 10.97

8
h 


   

 
（m）

所以，火山高度变化的百分比为

1 10 10.97 10100% 100% 9.7%
10 10

h  
   

案例2 [抛光处理]已知某雕塑为曲顶柱体，现要对此雕塑的顶面
2 2 4x z
z xy

  



进行

抛光打磨处理，若每平方米的处理费用为100 元，问该项处理的费用是多少?

解：该曲顶柱面的顶面的表面积

2 2 2 21 1x y
D D

S z z dxdy x y dxdy      
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2 1 2

0 0
1 2 5 14.05d d


        

即对雕塑顶面的抛光打磨处理需要约1405元。

案例3 [陨石坑体积]许多星球表面都有陨石坑，地球也有。一个巨大的陨石坑，

可以看做是球面，球面半径非常大，有时会有几公里。但是这不是一个完整的半

球面，只是一个相对于球的半径来说，深度很小很浅的球冠。可以测得坑内表面

的曲率，进而得到曲率半径，可知该陨石坑球面的半径R。陨石坑边缘是圆，

也能测得该圆半径 r。现在已知 ,R r ,求该陨石坑的体积V ,以及平均深度h。

解：本例固然可用立体几何里球冠体积的公式，因为球面是一种简单曲面。

假如远古的陨石坑由于风化作用，现在其内表面已不是球面，故不可用球冠公式。

推广开来，环境工程里的一些湖泊的湖床曲面也不是球面，很多坑状物内表面都

不是球面，而是椭球面，或者椭球正弦曲面等有着复杂方程的曲面，可使用微积

分的方法统一解决。因此本题要使用二重积分求陨石坑的体积，而不用球冠体积

公式。

设陨石坑内表面方程是

2 2 2( , )f x y R x y   

陨石坑边缘是圆周，方程是
2 2 2x y r  ,所围成的区域记为D

体积 2 2 2( , )
D

V f x y dxdy r R r  
2 2 2 2 2 2

0 0

r
d R d r R r


       

3
3 2 2 22 [ ( ) ]

3
R R r  

上式第一项是冠状体与柱体体积之和，第二项只是柱体体积，故两者要相减。

平均深度

3
3 2 2 2

2 2
2 [ ( ) ]
3

V R R rh
r r




 
 

注：本题第一问实际上应用了二元函数二重积分表示曲顶柱体体积。第二问

应用了二元函数的积分中值定理：曲顶柱体 的平均高度，即二元函数的平均值，

是二重积分除以定义域的面积。
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引申： mh 是湖底最深处的最大深度，
2 2

2 2 1x y
a b

  是湖面边界，则湖床曲面是

2 2 2 2

2 2 2 2( , ) cos , {( , ) : 1}
2m

x y x yf x y h D x y
a b a b

 
       

 

,

可计算湖水体积与平均深度。

案例4 [地区降水]某地区城市分布呈矩形形状，东西长约为500km, 南北长约为

300km(如图， 500OA  km, 300OB  km)。受到各种因素的影响，该区域内年降

水量受到与其地理位置的影响大致关系为 ( , ) 0.1 0.2L x y x y  (L/km²)。试求该地

区总的降水量。

解：由二重积分，总的降水量

500 300 6

0 0
(0.1 0.2 ) 8.25 10L dx x y dy     (L)

故该地区的降水总量为8.25×10⁶L。

案例5 [城市人口密度]在对人口的统计中发现，每个城市的市中心人口密度最大．离市

中心越远，人口越稀少，密度越小．最为常见的人口密度模型
2arce  (每平方公里人口

数)，其中a，c为大于0的常数，r是距市中心的距离．为了确定起见，设市中心位于坐标原点

(如下图)，城市半径 r =5km．城市的任一点 ( , )x y 到原点的距离为
2 2r x y  ．实际上

人口密度函数
2

( , ) arx y ce  ． 已知城市中心的人口密度为
50, 10r   ；距离城市中

心1km人口密度为
5101,r
e

  ．试求该城市的总人口数 R

解： 先确定常数a， c．

由
50, 10r   ；

5101,r
e

  ．可得到
510,1  ca ．

因此，该城市人口密度函数为
)(5 22

10),( yxeyx 
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因该城市是以半径为 5r km的圆形区域，即

0 5
0 2

r
D

 
 

  
：

城市人口数为R ，则
2 2 22 55 ( ) 5

0 0
10 10 314159x y r

D

R e d d e rdr


        

第2节 多元函数积分在物理上的应用

案例1[薄片质量]设以原点为圆心，半径为a的平面薄圆板的密度函数
2 2( , )x y x y   ，

求薄片的质量．

解： 该薄片在 xOy面上的区域D在极坐标系下可表示为：
0 2
0 r a
  

  

则
2 2 4

0 0

1( , )
2

a

D

M x y d d r rdr a


        

案例2 [铸件质量]有一铸件，由抛物线
2y x 和

21 2y x  围成的图形绕 y轴

旋转而成，试计算该铸件的质量(长度单位 cm, 铸件密度是7.8g/cm³)

解：在空间直角坐标系中，曲线
2y x 绕 y轴旋转而成的旋转曲面方程

2 2y x z  。曲线
21 2y x  绕 y轴旋转而成的旋转曲面方程

2 21 2 2y x z   。

联解两曲面方程可得铸件在平面 zOx上的投影区域为 x zD :
2 2 1

0
x z
y

  




铸件的质量 3 2 2 2 27.8 10 (2 2 1 )
x zD

m x z x z dxdz     
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2 13 2 3

0 0
7.8 10 ( 1) 11.7 10 36756d d


          

即铸件的质量约为36756克。

案例3[静压力]设有半径为R的圆管道，如图

内部充满液体(密度为 ),求液体对管道闸门(垂直于管道的轴)的静压力。

解：如图在管道闸门上建立坐标系，取圆心为坐标原点。

由于压强随点而变，所以闸门上静压力的分布是不均匀的，并且关于区域具

有可加性。 因此这是在圆域 2 2 2{( , ) : }D x y x y R   上的二重积分问题，在微小

区域 ( )d 上把非均匀分布的压力看作是均匀的，即把变化的压强看作不 变压

强，有 ( )P R y g 

从而

2 3

0 0
( ) ( sin )

R

D

F R y gd g d R d g R
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第八章 级数

第1节 无穷级数的概念

案例 1 [分苹果]有 A、B、C三人按以下方法分一个苹果：先将苹果分成四份，

每人各取一份；然后将剩下的一份又分成四份，每人又取一份，依此类推，以至

无穷．验证：最终每人分得苹果的
1
3
．

解： 每人分得的苹果为 2

1 1 1 1
4 4 4 3n     

案例 2 [ e值的近似计算] 计算 e的近似值，误差不超过 410 ．

解： 由
0

1 1 11 1
2! ! !n

e
n n





        ，

取前n项 1 11 1
2! ( 1)!

e
n

    




则误差要求为

410
)!1(

3
)!1(








nn

ern


得 7n  ， 4
7

1 10
8!

r   ，则
1 11 1 2.7183
2! 7!

e      

案例 3 [存款问题]银行的存款年利率为 0.05r  ,并依年复利计算。某人希望通

过存款 A万元，实现第一年提取 15 万元，第二年提取 20 万元……,第n年提取

(10+5n)万元，并能按此规律一直提下去。试问他应存款多少万元?

解：假设现在存款 na 万元，则n年后的本利和为

(1 )nn nb a r 
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则

(1 ) n
n na b r  

即n年后提取 nb 万元，则现在存款 (1 ) n
n na b r   。

所以现在应存总额为

1 1 1
(1 ) (10 5 ) 1.05n n

n n
n n n

A a b r n
  

 

  

       

现求上述级数之和，根据级数的和的定义，令

1

1 1
(10 5 ) 1.05 , (10 5 ) 1.05

1.05

n n
k kn

n
k k

ss k k  

 

      

两式相减：

1

1 1

0.05 (10 5 ) 1.05 (10 5 ) 1.05
1.05

n n
k k

n
k k

s k k  

 

      

即

1 1
1 1 1

1 1

0.05 15 [10 5(1 )] 1.05 [(10 5 )1.05 (10 5 )1.05 ]
1.05 1.05

n n
k k n

n
k k

s k k n
 

     

 

         
1 1 2

1 1 1

1

1 1(1 )15 15 1.05 1.051.05 (10 5 )1.05 5 (10 5 )1.0511.05 1.05 1
1.05

n n
k n n

k
n n

 
     




        




两边求极限： 2
1

0.05 15 1151.05lim 5 223011.05 1.05 1.051
1.05

nn
s


    



(万元)。

故他应存款 2230 万元 .

案例 4 [天然气产量]某油气田的经验数据信息显示，天然气在开采后第n年的

产量可大致由下面的函数给出 ( ) (0.98)nQ n an (百万米³)。其中，a为一常数，

0a  ,试根据上述式子估计前n年的总产量。

解：
1 1 1 1

( ) (0.98) (0.98) , 0.98k k k

k k k k
Q Q n ak a k a kq q

   

   

       

1

1 1 1 1 1
2

1

1

( 1) ( )

(1 ) (1 ) (1 )[ ] [ ]
1 1 1

n n n n n
k k k k k

n
k k k k k

n n nn
k

k

s kq k q q q q

q q q q q qq
q q q
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1

2

1 ( 1)
(1 )

n nn q nqq
q

  



(以q为变量)

∴
1 1

2 2
1 ( 1) 1 ( 1) 0.98 0.980.98

(1 ) (1 0.98)

n n n nn q nq n nQ aq a
q

        
  

 

比如当 0.085, 20a n  时，

前 20 年总产量

20 21

2
1 (20 1) 0.98 0.980.085 0.98 17.493

0.02
nQ     

   (百万米³)

案例 5 [资源保护]级数与极限：某市森林资源丰富，砍伐木材可以出卖，砍伐

后的土地还可以做其他用途，比如种植经济效益比木材更高的珍贵植物或养殖珍

贵动物，或者发展房地产业。但是为了保持生态平衡，国家规定森林面积红线，

砍伐掉的森林面积永远不能超过现有面积的 1/10。因此每年砍伐的森林面积只

能逐年递减，并且以 1%的速度递减。问今年能砍掉的森林面积最多是现在森林

面积的百分之几?

解：设有森林总面积M 公顷。今年砍掉 x公顷。则从今以后所有砍伐面积之和

是

20.99 (0.99) (0.99)
10

n Mx x x x         

上式左边求和 100
10
Mx 

所以
1000
Mx 

故今年最多只能砍掉 0.1%的森林面积。

第2节 傅里叶级数

案例 1[矩形波矩形波] 电气工程师常用矩形波表示电闸重复地断开和接通时的电流模电气工程师常用矩形波表示电闸重复地断开和接通时的电流模

型，周期为型，周期为 的矩形波的矩形波 ( )f x 在在 [ , )  的表达式为的表达式为

，，

如下图所示，将函数如下图所示，将函数 ( )f x 展开成傅立叶级数．展开成傅立叶级数．

解： 计算傅立叶系数如下.



91

  AAxxAxxfa  


  000
1d1d)(1

；；





xnxxfa n dcos)(1

 
00

1 cos d sin 0AA nx x nx
n

 

 
   ),2,1( n ；；





xnxxfbn dsin)(1

 


 0
dsin1 xnxA  

0
cosA x

n








6,4,2
5,3,1

0

2
])1(1[











n
n

n
A

n
A n


．．

于是，矩形波的傅立叶级数展开式为于是，矩形波的傅立叶级数展开式为

)(xf
2 sin 3 sin 5 sin(2 1)[sin ]

2 3 5 2 1
A A x x nx

n


     


 

( , , 0, 1, 2,x x k k        

当当 x k 时，收敛于时，收敛于
2
A
))．．

案例 2 [脉冲三角信号] 已知脉冲三角信号 ( )f x 是以 2 为周期的周期函数，它

在[ , )  的表达式为

1, 0
( )

1, 0
x x

f x
x x




    
     ，

如下图所示，将函数 ( )f x 展开成傅里叶级数．

解: 因为函数 ( )f x 是偶函数，所以 ( )sinf x nx是奇函数，因此它在 ( , )  上积

分为零． 于是 0 ( 1,2, )nb n  

file:///C:/Mywebs/Example/Main
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 00 d)(2 xxfa  


 0
d)1(2 xx   211

0

2  



x

,




 0
dcos)(2 xnxxfan




 0
0

sincos1sin2dcos)1(2






   nxnx

n
nxx

n
xnxx













6,4,2
5,3,1

0

4
]1)1[(2

2
2 n

n
nn

n


．

由于函数 ( )f x 在 ( , )  上连续，所以

)(xf )
5

5cos
3

3cos(cos41
2 22 

xxx



)(  x .

案例 3 [锯齿脉冲信号] 设锯齿脉冲信号函数 ( )f x 的周期为 2 ，它在[ , )  的

表达式为












x
x

x
xf

0
0

,
,0

)(
，

如下图所示．将它展开成傅里叶级数．

解: 函数 ( )f x 为非奇非偶函数．计算傅里叶系数如下．

2

0 0
0

1 1 1( )
2 2
xa f x dx xdx


 




  

     （ ）

，

file:///C:/Mywebs/Example/Main
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20
0

1 1 1 1( )cos cos sin cosn
xa f x nxdx x nxdx nx nx
n n


 

  

     
  

2
2

0 2,4,6
1 (cos 1) 2 1,3,5

n
n

n n
n







   
 




，

20
0

1 1 1 1( )sin sin cos sinn
xb f x nxdx x nxdx nx nx
n n


 

  

      
  

11 ( 1)( cos ) ( 1,2,3, )
n

n n
n n
 




    

，

于是，函数 ( )f x 的傅里叶级数展开式为

)3sin
3
12sin

2
1(sin

)5cos
5
1

3cos3
1(cos2

4
)( 22









xxx

x
x

xxf




Zkkxx  )12(( ）.

案例4 [单脉冲信号的傅立叶级数展开式] 有一定义在[ , ]  上的单脉冲信号函

数 2( )f x x ，如下图所示．将它展开成傅立叶级数．

解: 将 ( )f x 作周期延拓，延拓后为偶函数，

则 0 ( 1,2, )nb n  




 00 )(2 dxxfa 


 0

22 dxx
3 2

0

2 2
3 3
x





 

  
  ，




 0
cos)(2 nxdxxFan

2 2
00 0

2 2cos ( sin 2 sin )x nxdx x nx x nxdx
n

 

 
   

 2 2 20 0

4 4 4cos cos ( 1)nx nx nxdx
n n n



 
   

（ ,3,2,1n ），

延拓后，处处连续，所以

2
2

2 2

cos 2 cos34(cos ) ( )
3 2 3

x xx x x         

file:///C:/Mywebs/Example/


94

案例 5[矩形脉冲信号] 设脉冲信号函数 ( )f x 是周期为 4 的周期函数，它在一个

周期[ 2, 2) 上的表达式为

0 2 0
( )

0 2 0
x

f x
k x k

  
    

如右图所示．将函数 ( )f x 展开成傅立叶级数．

解: 按周期为 2l的函数展开成傅立叶级数的系数计算公式, 这时 2l  ,有


2

20 d)(
2
1 xxfa kkxxkx  

2

0

2

0

0

2
)(

2
1)dd0(

2
1

，


2

2
d

2
cos)(

2
1 xxnxfan




2

0
d

2
cos

2
1 xxnk 

0)
2

sin( 2

0


xn
n
k 
 （ ,2,1n ），


2

2
d

2
sin)(

2
1 xxnxfbn




2

0
d

2
sin

2
1 xxnk 

2

0
)

2
cos( xn

n
k 


 )cos1( 


n
n
k



])1(1[ n

n
k






,6,4,2
.5,3,1

0

2











n
n

n
k


．

于是，函数 ( )f x 的傅立叶级数展开式为

)
2

5sin
5
1

2
3sin

3
1

2
(sin2

2
)( 

xxxkkxf 


( , 0, 2, 4,x x       ；

在 0, 2, 4,x    处，收敛于
2
k
)．

第3节 杂例

案例 1 [单位阶跃函数] 求单位阶跃函数的拉氏变换．

解: 对于单位阶跃函数
0 0

( )
1 0

t
u t

t


  
，

当 0p  时，积分
0

pte dt
  收敛，有
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0

1 1[ ( )]
0

pt ptL u t e dt e
p p

   
   

案例 2 [分段信号函数的表示] 将分段信号函数
cos 0

( )
t t

f t
t t




 
  

用一个式子表示.

解: 由
cos 0

cos [ ( ) ( )]
0 0
t t

t u t u t
t t





 

      或
，

0
( )

t
tu t

t t






   

，

，
，

所以，有 )()cos()(cos)()]()([cos)(   tutttutttutututtf

案例 3 [解二阶常系数线性微分方程] 下面用拉氏变换求微分方程

( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 ty t y t y t e     满足初始条件 (0) 2, (0) 1y y   的解．

解: 设 YpYtyL  )()]([ ，并对方程两端进行拉氏变换，则有

2 2[ (0) (0)] 3[ (0)] 2
1

p Y py y pY y Y
P

     
 ,

将初始条件 (0) 2, (0) 1y y   代入上式，得代数方程的解

72
1

2)23( 2 


 P
P

Ypp

)2)(1)(1(
552 2





ppp

ppY
,

将上式分解为 2
3
7

1
4

1
3
1










ppp
Y

,

再用拉氏逆变换还原为满足初始条件 (0) 2, (0) 1y y   的微分方程解为

ttt eeety 2

3
74

3
1)(  

．

案例 4 [辐射与温度]太阳辐射以光速 83 10c   m/s 射向地球，同时它具有微粒和

波动这两者的特性。在自然地理系统中，对于辐射能的接受和贮存，都离不开辐

射能的这些特性。如绿色植物进行光合作用，所吸收的能量就是以光量子的形式
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进行的。正是由于辐射能的这种量子特性，因此，量子能量的大小取决于波长和

频率：

hcM hv


  (1)

其中，M 为量子的能量； 346.63 10h   焦·秒为普朗克常数；v为频率；为

波长；c是光速。

不但太阳能发出辐射，自然界中的很多物质都能发出辐射。不同温度的物体向外

辐射不同频率的电磁波。实验表明：辐射能力越强的物体，其吸收能力越强。能

完全吸收照射到它表面上的各种频率光的物体称为黑体。地表面十分近似于一个

黑体，因此它也具有类似于黑体发射时的规律。知道这种特性，对于了解自然地

理系统中的能量转换，对于遥感技术的应用，是十分必要的。一个黑体的单位面

积上所发射的辐射能，是由斯特藩—玻尔兹曼定律来描述的，即

4( )M T T , (2)

其中， ( )M T 为理想黑体所发射的能量，T是用开氏温标表达时的绝对温度数值，

 为斯特藩-玻尔兹曼常数，可以用已经制定好的表，查出在不同温度T时 ( )M T

的数值。

斯特藩-玻尔兹曼定律的证明要用到下述的普朗克黑体辐射公式。

按着普朗克的量子化假设，在单位时间内，从温度为T的黑体单位面积上，频率

在v dv 范围内所辐射的能量为

3

2
2( )

1v hv kT
hv dvM T dv
c e





(3)

由式(3),温度为T 的黑体，在单位时间由单位面积上辐射出各种频率的电磁波能

量总和为

3 2

0 0

1( ) ( ) 2
1v hv kTM T M T dv hv c dv

e


  
  (4)

设 /x hv kT , 则 kTv x
h

 ,于是有 kTdv dx
h

 。将其代入式( 4 )得

3
2 4

0
( ) 2 ( )

1x
kT xM T hc dx
h e




 (5)

根据函数的泰勒展开公式，当 1z  时，
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21 1 ,
1

nz z z
z
     


 

3
3 3 21 (1 )

1 1
x x x x nx

x x
x x e x e e e e
e e

    
      

 
 

3 2 3( )x x x nxx e e e e          (6)

由广义积分的分部积分公式

3
40

3!nxx e dx
n

   (7)

所以

3
3 3 2 3

0 0 0 01
x x nx

x
x dx x e dx x e dx x e dx
e

         
    

4 4 4
1 1 16(1 )
2 3 n

       (8)

由于 2 ( 2 )y x x   在[0,2 ] 上的傅里叶级数展开式为

4

4
1

8 148 cos
15 n

y n x
n

 




   (9)

当 0x  时，将 0y  代入式(9)得

4

4
1

8 10 48
15 n n
 



   (10)

所以
4

4 4 4
1 1 11
2 3 90n


       ,将其代入式(8)得

3 4

0 1 15x
x dx
e





再将其代入式(5),斯特藩+玻尔兹曼公式得证。

案例 5 [龟兔赛跑]公元前 5世纪，希腊哲学家 Zeno(齐诺)提出了一个关于传说

中的古希腊英雄 Achilles (阿基勒)永远追不上一只乌龟的悖论：Achilles 与

乌龟赛跑，假设开始时，乌龟在 Achilles 前面 1000m 处 ，Achilles 用乌龟速

度的 10 倍追赶它，当 Achilles 跑完了这 1000m 时，乌龟向前跑了 100m,当

Achilles 再跑完这 100m 时，乌龟又向前跑了 10m……,如此下去，Achilles 永

远追不上乌龟。你能用级数的知识来说明这个悖论实际上是一种诡辩么?

解：设乌龟的速度为v ,则 Achilles 的速度为10v ,他跑完 1000m 所花的时间为

100
v

,在这段时间内乌龟又爬了 100m。Achilles 为跑完这段路又花了时间10
v
,此
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时乌龟又在他前面 10m 处…以此类推，Achilles 需要追赶的全部路程为 1000+

100+10+…，这是一个公比为 1
10

的等比级数，易求得和为 1000 10000
1 91

10




,也就是

说，如果赛程比这个距离短，则乌龟胜，如果赛程恰好等于这个距离，则双方平，

否则 Achilles 就要在距离起点10000
9

处追赶上并超过乌龟。
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